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1. Mé dau

Theo Chuong trinh gido duc phé thong mon Toan, nang lyc tu duy va 1ap luan toan hoc (TD&LLTH) la mot
trong nhitng thanh té cdt I8i cua ning lyc todn hoc, can hinh thanh va phat trién cho HS phd thong (Bo GD-PT,
2018). Phat trién ning lyc TD&LLTH cho HS ¢d y nghia quan trong trong day hoc mén Toan, giup cac em phat
trién dugc tu duy, ki nang 18p luan dé giai quyet CAC van dé toén hoc ciing nhu céc van dé trong thyc tién. Dé giai
quyét van dé bang cong cu toan hoc, trudc hét nguoi hoc can huy dong kha nang TD&LLTH ciia minh dé tim ra
céch thirc giai quyét, dong thoi trinh bay, nghién cuu sau loi gii. Nang lyc TD&LLTH doi hoi HS phai thyuc hién
dugc céc thao tac tu duy nhu: so sanh, phén tich, tong hop, déc bi¢t hoa, khai quat hoa, twong tu; biét lap luan hop Ii
truge khi két luan; diéu chinh dugc cach thic giai quyét van dé vé phuong dién toan hoc (D6 Vian Hing va Nguyén
Quyét Chién, 2023).

Trong chuong trinh mon Toan & THCS, chu dé “Pa thirc” 1a mot noi dung quan trong, Ia kién thire co so dé HS
hoc cac kién thic vé& ham sb, phuong trinh, hé phuong trinh, bat phuong trinh,... Céc bai toan vé da thuc rat phong
pht, da dang va c6 nhiéu bai toan kho. Dac biét, khi giai cac bai tap vé da thiic, HS thuong gip kho khan trong viéc
xac dinh hudng giai hoic méc sai lam trong qua trinh 1ap luan, trinh bay 1oi giai. Do vay, viéc phét trién ning luc
TD&LLTH s¢ giup HS nhanh chong tim duge hudng giai bai toan va lap luan chat ché, logic khi trinh bay loi giai.
Trong bai béo nay, chiing toi trinh bay mot s6 khai niém va dé xuét 3 bién phap phat trién nang luc TD&LLTH cho
HS THCS trong day hoc giai cac bai toan cha dé “Pa thirc”.

2. Két qua nghién ciu
2.1. Mgt sé khai nigm

- Khéi niém “tu duy”: Theo Tran Ngoc Lan va Truong Thi T6 Mai (2015), tu duy 1a mot qua trinh nhan thic
phan anh nhiing thudc tinh ban chat, phat hi¢n ra tinh quy luat cua su vét. Theo Pham Minh Hac (1998), tu duy phan
anh nhiing thugc tinh bén trong, ban chat, nhiing méi lién hé c6 tinh quy luat cua sy vat, hién tuong ma trude do ta
chua biét. Theo Nguyén Quang Uan va cong su (2012), tu duy 1a mot qua trinh tam Ii phan anh nhiing thugc tinh
ban chat, méi lién hé va quan hé bén trong co tinh quy luat cua sy vat, hién tugng trong hién thyc khach quan. Ti
cac quan diém trén, c6 thé hiéu “tw duy” 1a hoat dong tri tué cia con nguoi, thé hién & kha ning suy nghi logic va
sang tao trong viéc nhan thirc, phén tich, danh gia va giai quyét van dé.

- Khéi niém “1ap luan todn hoc™: Lithner (2008) cho rang, 1ap luan la mot hoat dong, 1a qua trinh 1ap luan, trong
do sir dung tu duy dé di dén mot két luan hoac dura ra mét nhan dinh méi dang. Theo Tran Manh Sang va Nguyén
Vian Thai Binh (2020), 1ap luan 1a mot thanh phan, mot phuong thire dac thu ctia tu duy toan hoc va la mét thanh
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phén cua nang lyc todn hoc, tap trung vao kha nang cta HS thuc hién hoat dong suy luan va ching minh (hoac béc
b6). Nhu véy, c6 thé hiéu “Iap luan toan hoc” 1a kha niing cua mdi c& nhan sir dung ngdn ngit toan hoc dé dua ra cac
két luan dang. D6 1a két qua cua qua trinh tu duy logic, bang mot chudi cac suy luan dé giai quyét van de.

- Khéi niém “nang lyc TD&LLTH”: Trong qua trinh day hoc mén Toan, cic hoat dong tu duy va 1ap luan todn
hoc giit vai trd quan trong, vira 1a phuong tién nhan thic, vira gén lién véi muc tidu phéat trién ning luc tu duy cho
HS. Hoat dong “tu duy” va hoat dong “1ap luan todn hoc co méi lién hé mat thiét, bién ching 1an nhau, tr duy dién
ra trong suy nghi va boc 1 ra bén ngoai théng qua ngdn ng, 1ap luan todn hoc. Lap luan toan hoc l1a két qua cua qua
trinh tu duy va nguoc lai, tu duy dé dua ra I4p luan. Tir cac nghién ciru trén vé khéi niém “tu duy” va “lap luan toan
hoc”, theo chung t6i ¢6 thé hiéu nang lyc TD&LLTH 1a kha nang ciia HS str dung cac thao téc tw duy va suy luan
toan hoc dé giai thich, chira cac ching ct, 1ap luan nham diéu chinh cach thirc giai quyét van dé dé di dén két luan
diing trong qua trinh giai quyét van deé. ‘

Theo Chuong trinh gido duc phd théng mén Toan, ning luc TD&LLTH cua HS THCS gdm cac biéu hién sau:
(1) Thyc hién duoc cac thao tac tu duy, dic biét biét quan sat, giai thich duoc sy trong dong va khac biét trong nhiéu
tinh hudng va thé hién dugc két qua cua viéc quan st; (2) Thuc hién duoc viéc Iap luan hop 1i khi giai quyét van dé;
(3) Néu va tra loi duoc cau hoi khi 1ap luan, giai quyét van dé; chimg minh dwoc ménh dé toan hoc khdng qué phuc tap.
2.2. Pé xudt bign phap phat trién ndng liee tw duy va Igp lugn toan hec cho hec sinh trong day hec gidi cac bai
toan chii dé “Pa thirc”

2.2.1. Huréng dan hoc sinh phét hién va khdc phuc dicoc sai lam thiong gap trong day hoc gidi céc bai toan chi dé
“Da thirc”

* Muc dich cua bién phap: Trong qua trinh day hoc giai cac bai toan vé da thic, GV Can huéng dan cho HS phat
hién va stra chira sai Iam nham gilp cac em phét trién duoc kha ning 14p luan, giai quyét van dé va didu chinh duoc
cach giai, tir 6 phat trién duoc ning lyc TD&LLTH.

* C4ch thic thyc hién bién phép: Sai 1am s& tao ra mau thudn va mau thuan chinh 1 dong luc thuc ddy qué trinh
nhan thc cua HS. Mt khéc, sai lam ciing c6 thé lam cho HS kém di néu cac em khong phat hién duoc céc sai lam va
biét cch stra chita nd. Dé gitp HS phat hién va khic phu duoc sai 1am khi giai cac bai toan vé da thuc, GV ¢6 thé dua
ra 10i giai cAc bai toan c6 sai lam, hudng dan cac em phan tich timg budc trong 10 giai, dbi chiéu, so sanh véi cac kién
thic toan hoc da co, tir do phat hién ra sai lam va biét cach sira chira sai lam, diéu chinh céch thic giai bai toan.

Vi du 1: Hay xéc dinh bic ctia da thic f (x) =(m? —1)x* +2(m—-1)x.

GV dua ra 10i giai bai todn c6 chira sai lam nhu sau: Do s6 mii 16n nhét cua da thic 12 2 nén bac cia da thuc 13 2.

Phan tich: O céch giai trén, HS da sai 1am khi khong xét truong hop m? —1=0, ma khang dinh ngay bac cta da
thuc 1a 2.

Nguyén nhan dan dén sai lam: Do HS khong nim viing khéi niém bac ciia da thuc, xét thiéu trueong hop

—-1=0, hay m=+1 (xét m=1thi f(x)=—4x nénbaccua f(x) lal; m=-1thi f(x)=0 nén f(x)
khdng c6 bac).

Cach khic phuc: Dé gitp HS sira chita sai lam, trudc hét GV yéu cau cac em nhéc lai khéi niém béc cua da thuc
mot bién: Bac cua da thirc mot bién 1a s6 mii 16n nhét cia bién trong da thirc d6. Da thirc khong 1a da thirc khong c6
béc.

Tir d6, HS stra chita duoc sai 1am va dua ra 16i giai: Xét m* —1=0, suyra m=+1. Khi m=1thi f(x)=0
nén f(x) khong cébac; khi m=-1thi f(x)=-4x nénbaccua f(x) lal Xét m® —1#0, hay m = +1, khi d6
baccua f(x) la2.

Nhu vay, tir 10i giai c6 chira sai 1am cua mét bai toan, GV huéng dan HS phat hién ra sai 1am, lap luan dé diéu
chinh duoc cach thirc giai bai toan va trinh bay duoc loi giai dung.

2.2.2. Huéng dan hoc sinh tim nhiéu cach giai khac nhau trong day hoc gidgi cac bai toan chi dé “Pa thirc”

* Muc dich cta bién phap: Gitp HS biét xét bai toan theo nhiéu phuong dién, goc do khac nhau, bang cach chi ra
cac chung cu, 1ap luan hop i dé tim cac cach giai cho bai toan d6; tir do, cac em rén luyén dugc cac thao tac cua tu
duy, dong thoi rén luyén duoc tinh mém déo cua tu duy, 1ap luén hop Ii khi giai quyét van dé.

* Céch thirc thuc hién bién phap: Mot bai toan vé da thic ¢6 thé c6 nhiéu céch giai. Phén tich cac bai toan dudi
nhiéu khia canh, goc do khac nhau co thé c6 cac cach giai khac nhau. Vi cac bai toan vé da thirc ¢6 nhiéu cach giai,
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GV ¢6 thé huéng dan HS phén tich bai toan theo cac huéng khac nhau dé tim ra céc céch giai, tir do cac em xéc dinh
duoc cach giai hay va ngan gon.
Vi du 2: Phén tich da thac x* + 2xa — y? + 2ya thanh nhan tu.

GV ¢6 thé huéng dan cho HS phuong phép phan tich da thuc thanh nhan tu nhu: dat nhan t chung, nhém cac
hang tir, tach hang tir, thém bot hang tir, dung hang dang thac. T d6, HS ¢6 thé giai bai toan theo cac cich sau:

Céch 1 (nhom céc hang tir): X* +2xa—y* +2ya=(x" - y*)+(2xa+2ya)
=(x—y)(x+y)+2a(x+y)=(x+y)(x—y+2a).
Céch 2 (sir dung hdng ding thic): X* +2xa—y* +2ya=(x" +2xa)—(y* - 2ya)

=(¥+2xa+1)-(y*-2ya+1) =(x+a)’ —(y-a)’ =(x+a+y-a)(x+a-y+a)

=(x+y)(x—y+2a).

HS nhan thay, dé phan tich da thirc thanh nhan tir theo cach 1, can nhom céc hang tir mot céch thich hop va phén
tich d€ xuat hién nhan tir chung. D¢ phan tich da thirc thanh nhan t theo cach 2, can cén cir vao cac hang tur cua da
thic, c6 the thém bét cac hang tir dé xuat hién hang dang thac. Tir d6, HS xdc dinh duoc cach giai thir nhat ngan gon
hon. Thdng qua vi du trén, GV gilp HS c6 the xét bai todn dusi nhicu goc do dé tim dugc cac loi giai khac nhau cho
bai toan. Mat khac, véi moi cach phén tich da thirc khac nhau, HS duoc ren luyén kha nang tu duy, 18p luan chat chg,
hop li nho d6 phat trién dugce nang lyc TD&LLTH. ‘

2.2.3. Ren luyén cho hoc sinh cdc thao tdc tu duy co ban trong day hoc giai cac bai toan chu d@é “Da thirc”

* Muc dich cua bién phap: Tu duy c6 vai tro quan trong trong qua trinh hoc tap cua HS, gilp cac em nam viing
cac kien thirc toan hoc va van dung kien thic vao thyc tien cling nhu hoc cac mon hoc khac. Viéc rén luyén thuong
xuyén cac thao tac tur duy nhu phan tich, tong hop, khai quat hoa, dac bi¢t hoa, trong tw hda,... cho HS trong qua
trinh day hoc s& phat trién céc thao tac tu duy co ban cho cac em.

* Céch thuac thyc hién bién phép: i ’

- Rén luyén thao tac tw duy phan tich, tong hop cho HS: Phan tich la tach (trong tu twong) mot hé thong thanh
nhitng vét, tach mot vat thanh nhitng bo phan riéng leé; tong hop la lién ket (trong tr twéng) nhixng bo phan thanh mot
vat, lién ket nhicu vat thanh mot hé thong (Nguyen Ba Kim, 2015). Nhu vay, phan tich va tong hop 1a hai thao tac tu
duy khéc nhau nhung lai thong nhat véi nhau. Trong day hoc mon Toén, thao tic phén tich thuong dugc st dung dé
tim hicu de bai, nhan di¢n bai toan thuoc dang nao, phan tich céc moi lién h¢ gilta cac yeu to trong bai toén,...;ﬂ sau
d6 tong hop cac yéu to, dieu kién Vf;a phén tich trong bai toan dé dua ra diéu kién mc’yi, ket luan méi,... Do do, de ren
luyén thao tdc tu duy phan tich va tong hop cho HS trong day hoc giai cac bai toan ve da thic, GV ¢6 the huéng dan
cho HS thyc hién theo céc budc sau: (1) Phan tich bai toan, tim hiéu de bai, xac dinh rd gia thiét (cac yéu té di cho)
va yéu cau, nhiém vy can giai quyét; (2) Tim méi lién hé giira yéu cau, gia thiét ciia bai toan vai cac kién thic da
ble:,t huy dong nhitng kién thire c6 lién quan (nhu cdc khai niém, dinh nghia, tinh chit, dinh Ii, cac dang bai toan da
biét,...), tir 46 dua ra dinh huéng giai bai toan; (3) T6ng hop cac van deé vira phan tich dé trinh béy 16i giai bai toan.

Vi du 3: Chitng minh rang da thirc f (x) =x*" +x° + x° chia hét cho da thic g (x)=x* +x+1.

GV c6 thé yéu cau HS phan tich bai toan thong qua viéc cho cac em tra 1oi hé thong cau hoi sau:

Cau hoi 1: Bai toan yéu cau gi? (Cau tra i mong doi: Chimg minh da thirc f (x) chia hét cho da thic g(x)).

Cau héi 2: Dé chimg minh da thirc f (x) chia hét cho da thic g(x), ta cd thé st dung cac cach chiing minh
nao? (CAu tra 16i mong doi: HS c6 thé dua ra céc cach sau: (1) Chia f (x)cho g(x) va chi ra da thitc du bang 0;
(2) Phén tich da thuc f (x) thanh nhan tir, trong d6 cé nhan tr g(x); (3) Bién ddi f (x) thanh tong céc da thic
chia hét cho da thiic g (x); ...).

Cau hoi 3: Co thé chia f (x) cho g(x) duoc khong? (Cau tra 16i mong doi: Khong nén chia f (x) cho g(x)
vi dathuc f (x) ¢ bac cao).

Cau hi 4: C6 thé phan tich da thic f (x) thanh nhan tir, trong d6 cé nhan tir g(x) duoc khdng? (Cau tra loi
mong doi: VI f (x) c6 bac cao nén khi phén tich thanh nhén tir s¢ tro thanh bai toan kha phc tap).
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GV huéng din cho HS dé chung minh f (x) chia hét cho g(x), can bién déi f (x) thanh mot tong cac da
thirc chia hét cho g (x). Taco f () :(x2 + x+1)+(x67 — x)+(x9 —1) = (x2 + x+1)+ x(x66 —1)+(x9 —1) .Dé
thdy X% —1 va x° ~1 déu viét dugc dusi dang X* 1. Do x* ~1=(x*)" ~1 chiahét cho x° ~1 va x* -1 chia
hétcho g(x) (do x°* —1=(x—1).(x* +x+1)=(x-1).g(x)) nén x* ~1 va x’ -1 déu chia hét cho g(x). Vay
da thic f (x) chia hét cho da thuc g(x).

- Rén luyén thao tac tu duy khai quat hoa cho HS. Khéi quét hoa la chuyén tir viéc nghién ctru mot tap hop doi
tugng da cho dén viéc nghién cau mot tap hop I6n hon, bao gom ca tap hop ban dau; déc biét hda la viéc chuyén tir
viéc nghién cau mot tap hop doi twong dé cho sang viéc nghién caru mot tap hop nho hon chura trong tap hop da cho
(Polya, 2010). Khai quat héa va déc biét hoa 1a hai thao tac tw duy ngugc nhau. DE rén luyén thao tac tr duy khai
quat hoa, GV c6 the yéu cau cac em thyc hién cac hoat dong sau: - Budc 1: Xéc dinh van de can giai quyet; - Budc
2: Xéc dinh ddc diém cua cac doi tugng da cho trong bai toan. Phén tich cdc truong hop riéng I¢ dé xac dinh cac dau
hiéu chung, ban chat; Budc 3: Phat biéu bai toan tong quat.

Vi dy 4: Chang minh ring da thic f (x)=(x-3)"" —x'® —2x+3 chia hét cho da thic g(x)=2x—-3. Em
hay phat biéu bai toan tong quét cta bai toan da cho.

Huéng dan: Taco f(x)= [(x -3)% - xloo] —(2x—3). Vi 100 lasé chinnén (x—3)"" —x' chia hét cho

100

(x—3)+x, hay (x—3)" = x'® chia hét cho 2x —3. Khi do ta dat (x—3)" - x™ =(2x-3)h(x), véi h(X) Ia
mot da thic. Do vay, f(x)=g(x)(h(x)-1),hay f(x)chiahétcho dathic g(x).

D¢ khéi quét bai toan, GV yéu cau HS thyc hién cac hoat dong theo céc budc trén nhu sau:

Bude 1: Xéc dinh van de can gidi quyet: Tim bai tong quat cua bai todn da cho. )

Budc 2: Xac dinh ddc diém cta cac doi tugng da cho trong bai todn, phan tich cac truong hop riéng Ié dé xac
dinh céc déu higu chung, ban cht: GV huéng dan cho HS chi ramdi lién h cua (x —3)™ — X' va 2x—3 (vi 100
la s6 chin nén 4p dung tinh chit a" —b" chia hét cho a+b voi n chin, ta c6 (x—3)" —x" chia hét cho
(x—3)+x=2x-3).

Budc 3: Phét biéu bai toan khai quét hoa. Tir cac phan tich cua budc 2, HS phat biéu duoc bai toan khai quat hoa
nhu sau: “Cho n 1as6 tu nhién chan. Chiing minh ring da thic f (x)=(x—-3)" —x" —2x +3 chia hét cho da thiic
g(x)=2x-3".

- Rén luyén thao tac tw duy tuong ty hda: Theo Chu Cam Tho (2014), twong tur 14 thao tac tw duy dya trén su
giong nhau ve tjnh chat va quan hé cua r]hfmg doi tugng toan hoc khac nhau. Trong day hoc mon Todn, tuong ty la
thao tac pho bien ma HS thudng ding d€ giai cac dang toan co sy trong dong ve cach giai. De ren luyén thao tic tu
duy nay, GV c6 the hudng dan HS thyc hién cac budc sau: - Bude 1: Xac dinh van dé can giai quyet; - Budc 2: Xac
dinh céc yéu to tuong tu cua bai todn can giai véi bai toan da biét; - Budc 3: Trinh bay 1o giai.

Vi du5: Choda thic f(x)=ax+bx+c, biét 5a—3b+2c=0. Ching minhrang f (1) f (-2)<0.

Huéng dan: Ta ¢ f(-1)=a—b+c, f(-2)=4a—-2b+c. Vi f(-1)+f(-2)=5a—-3b+2c=0 nén
f(-1)=—f(-2). Suyra f(-1)f(-2)=—(f(-2)) <o0.

Tur vi du trén, GV yéu cau HS giai bai toan tuong tur sau:

Vi du 6: Cho da thirc f (x)=ax’ +bx+c, biét a+b=0. Chang minhring f (-2) f (3)>0.

Dé giai bai toan, GV yéu cau HS thuc hién cac hoat dong theo cc budc ¢ trén nhu sau:

Bude 1: X4c dinh van dé can giai quyét: Ching minh rang f (-2) f (3)=0.

Budc 2: X4c dinh c4c yéu té tuong tw cua bai toan can gidi véi bai toan da biét: Trong vi du 5 va vi du 6, gia thict
Ccua bai toan déu cho moi lién hé cua cac hé so trong da thirc va yéu cau chung minh tich céc gié tri ctia da thirc khi
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X=a, VA X = a, la khong duong hoic khong am. Tir méi quan hé ciia cac hé sb cua da thic, ta xac dinh duoc méi

quanhécua f(a) va f(a,).
Buéc 3. HS trinh bay loi giaii Ta c¢6 f(3)=9a+3b+c, f(-2)=4a—-2b+c. Do
f(3)— f(—2)=5a+5b=5(a+b)=0 nén f(3)=f(-2),suyra f(-2)f(3)=(f (3))2 >0.
3. Két luan , ,

_Nang lyc TD&LLTH cd vai tro rat quan trong doi voi HS trong qua trinh day hoc m()n Toan. Dya trén cac
biéu hién dac trung cua nang luc TD&LLTH, bai bdo da de xuat ba bién phap phat trién ndng lyc nay cho HS
trong day hoc gidi cac bai toan chu dé “Da thirc” ¢ THCS. Moi bién phap deu co cac vi du minh hoa, phan tich
lam sang t6 co hoi phat trién néng luc TD&LLTH cho HS thong qua cac biéu hi¢n cu the cua ning luc TD&LLTH.
bé thyc hién hi¢u qua cac bién phap nay trong day hoc giai cac bai toan chu dé “Pa thic”, GV can tang cuong
rén luyén cho HS céc ki ndng giai toan, cach trinh bay loi giai mot bai toan logic, chat chg; bict xét bai toan dudi
nhiéu goc do dé tim duoc cac cach giai khac nhau, cling nhu khai quat hoa, tuong ty hoa bai toan ban dau dé thu
duoc nhitng bai toan mai.
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