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1. Mé dau

Tri tuong tuong khong gian (TTTKG) di dugc nhiéu nha gido duc trong va ngoai nudc quan tim nghién ciru.
Cung vai cac thao tac tur duy co ban nhu phan tich, téng hop va so sanh, trong qua trinh hoc tap cac yéu tb hinh hoc,
hoc sinh (HS) s€ dugc tién hanh mot loai hoat dong tri 6c dac biét, d6 1a TTTKG. Theo Gardner (2016), nang lyc tri
gidc khong gian, TTTKG va tu duy hinh hoc tich cuc ddc 1ap dugc coi la cac bd phan cuia tri khon khong gian. Theo
Korutecxki (1981), mot trong nhiing tiéu chun va dau hiéu vé ning luc toan hoc ciia HS 14 ¢6 TTTKG phat trién.
Trong day hoc Hinh hoc, dé giai cac bai toan hinh hoc doi hoi HS phai ¢6 kha nang khong gian; gido vién (GV) can
tao moi truong hoc tip co nhiéu co hdi cho HS twong tac dé phat trién kha ning khong gian hon 1a hoc tip thong
thudng. Theo Bui Vin Nghi (2008), phan mén Hinh hoc ¢6 nhidu co hdi dé phat trién TTTKG, rén luyén ki ning lap
luan chimg minh phan chimg cho HS. Trong nghién ctru cta Vi Thi Thai (2001) da so sanh mbi quan hé giita
TTTKG va tu duy khong gian, dé xuét céc tinh huéng din dén nhiing bién ddi biéu twrong khong gian cho HS.
Nguyén Thi Xuan (2012) di nghién ctru vé van dé phat trién ning e tu duy va TTTKG cho HS théng qua hoat
dong cat ghép hinh.

Hinh hoc la mdt trong nhimg ndi dung quan trong cua gido duc toan hoc, rat can thiét cho HS trong viéc linh hoi
céc kién thirc vé khong gian va phat trién céc ki ning co ban (B GD-DT, 2018). M6t trong nhimg muc ti€u cua
mach kién thirc Hinh hoc xuyén su6t & pho thong 1a phat trién TTTKG. Vi vay, viéc tim hiéu vé TTTKG va dua ra
cac dinh hudng rén luyén loai hinh tri 6c nay trong day hoc Toan néi chung va day hoc Hinh hoc néi riéng 1a can
thiét va c6 ¥ nghia thyuc tién. Bai b&o trinh bay mot s6 van dé vé TTTKG, dac diém cua noi dung Hinh hoc va dé
xuat mot s dinh hudng trong day hoc Hinh hoc nham rén luyén TTTKG cho HS THPT.

2. No¢i dung nghién ciru
2.1. Tri tuong twong khong gian
2.1.1. Tri tuong tuwong

Theo Hoang Phé (2003), tri 1a kha nang nhén thirc, ghi nhd, suy nghi, phan doan,... clia con ngudi; fucng tuong
14 tao ra trong tri 6c hinh anh cta cai khong c6 trudc mat hodc chua hé ¢6. Theo tim li hoc, con ngudi khong chi
hinh dung trong tri 6¢ nhimg c4i da timg tri gidc, dd c6 trong kinh nghiém cta ban thin ma con tao ra biéu turong vé
nhimng c4i ma minh chua timg gip va tri gidc trude d6. Nhimng biéu tuong nay khong phai 1 biéu tuong cia tri nhd
ma la biéu tuong cia tudng trong. Do do, tuong tuong 1a mot qua trinh tim 1i phan anh nhiing ci chura timg ¢6 trong
kinh nghiém ciia c4 nhin bang cach xdy dung hinh dnh méi trén co sé nhimg biéu twrong da c6 (Bui Vin Hué va
cong su, 2021). Tudng twong ¢6 vai trd rat quan trong trong moi hoat dong ctia con ngudi. Thong thuong, trude khi
ché tao hay xay dung mét vat nao do trong thyc tién, con nguoi da “sang tao” ra vat do trong tri 6¢ ciia minh. Nho
tuong twong ma ndi dung cua cac biéu tuong cua ki tre thuong duge bd sung va thay dbi. Theo Bui Van Nghi (2008),
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khéng co tri tuong trong thi khong c6 su sang tao nao hét. Bai yéu td dugce sang tao 1a cai méi, cai chua cb, nén phai
tudng tuong ra no.

Nhu vay, c6 thé hiéu, 77 tuong tirong 1a kha nang nhan thirc ciia con ngudi nham tao ra hinh anh ctia nhiing cai
da timg tri gidc nhung khong c6 trude mét hodc phan 4nh cai chua timg c6 trong kinh nghiém ctia ¢4 nhan bang cach
xay dung cac biéu tuong méi dua trén nhitng hinh anh, biéu tuong da co.

6] truong phd thong, tri tudng tugng dugc phat trién nham gitip HS linh hoi kién thie hoc tap. Sy tim hiéu nhing
vat thé va hién tuong, viéc phat hién ra cac moi lién h¢ gitta chuing va sy hinh thanh cac biéu tugng, khai niém khoa
hoc ciing nham phat trién kha ning quan sat, tri tudng tuong va tu duy logic cia HS (Xcatkin, 1982).

2.1.2. Tri tuong twong khong gian

“Khéng gian” dugc dé cap ¢ day 1a khong gian Euclid 2 chiéu, 3 chiéu trong chuong trinh mén Toan & THPT
(dya trén nhimg biéu tuong khong gian thue ma con ngudi co thé cam thy duogc - khong gian vat 1i). D6 1a mot ciu
truc bao gf)m céc tap hop sau: - Cac hinh hinh hoc, cac vét thé; - Céc tinh chat dinh tinh: hinh dang cta céc hinh, vi
tri twong ddi gitta cac hinh, cac vat thé; phuong, huéng; - Cac quan hé trudc - sau, phai - trai, trén - dudi; - Cac yéu
t6 vé luong: khoang céch, chu vi, dién tich; thé tich cac hinh, khdi,..

Nhu vay, c6 thé hiéu TTTKG 1a kha ning nhén thirc ciia con ngu(n dé tao ra hinh anh cta nhimg d6i twong khong
gian da timg tri gidc nhung khong ¢4 trude mat hodc phan anh nhiing ddi twgng khong gian chura timg c6 trong kinh
nghiém cta ca nhan bang cach xay dung hinh anh, biéu trong khong gian méi trén co sé cc biéu twong khong gian
da co.

2.2. Mjt 56 dinh huong trong day hoc Hinh hoc nham rén luyén tri twéng twong khéng gian cho hoc sinh trung
hoc pho thong

Hinh hoc 1a mét bo phan cua toan hoc, chuyén nghién ctru vé nhiing mbi quan hé va hinh dang khong gian, day
14 khoa hoc vé cac hinh, vi tri twong ddi, kich thudc cac bd phan ciia ching va cac phép bién hinh. Nhimg khai niém
hinh hoc ban du dugc hinh thanh nhd sy triru trong hoa, d6 1a sy gat bo cac tinh chat va mdi lién hé ciia cac vat
trong thuc tién, chi giit lai vi tri tuong d6i va céc dai lugng. Hinh hoc hoan toan thoat khdi tinh bét dinh va sy bién
dong ctia cAc hinh dang va kich thudc that. Sy triru tugng hda kich thudc cia vét thé nhu vay din dén céc khi niém
diém, dwong théng VA mt phang ma cach dién dat doi hoi tri trdng tugng cao bai chiing khong co trong thyc tién.
Chang han: “Piém 14 cai khong ¢6 bd phan”, “Pudng c6 chiéu dai ma khong c6 chidu rong”, “Mat 14 cai chi co chidu
dai va chiéu rong”, “Mot duong thang c6 thé kéo dai ra vo han”,... Sy triru tugng héa trong hinh hoc khéng dimg lai
& mot murc do nhét dinh ma tién tir murc nay sang muc khac, nhu: tam giac hay tr giac co thé xuat phat tir nhitng
hinh 4nh trong thyc tién, nhung da gidc n - canh la khai niém khai quat & mirc do cao, dugc hinh thanh tir cac da giac
v6i s6 canh cu thé da duoc triru tuong trudc do. Pidu nay lam cho cac khai niém hinh hoc ¢6 tinh chit phé bién hon,
tire 1a it gén Vi cac su vat cu thé, tao cho hinh hoc c6 kha ning tudng tuong cao (Pham Van Hoan, 1981). Nghién
ctru hinh hoc khong gian 1a nghién ctru hinh biéu dién ctia cac hinh khong gian trén mit phéng nén tri tudng tugng
dugc phat trién (Bui Vian Nghi, 2008). Vi vdy, trong chuong trinh mén Toan ¢ THPT, mach kién thirc Hinh hoc co
nhiéu tiém nang trong viéc phat trién TTTKG cho HS. Du6i day, ching toi dura ra mot s6 dinh hudng trong day hoc
Hinh hoc nhim rén luyén TTTKG cho HS THPT:

- Thi nhdt, thong qua mach kién thirc Hinh hoc, GV cin chit trong hinh thanh cho HS cac biéu tugng khong gian,
d6 14 biéu twong vé tinh chit va mdi quan hé ciia cac ddi twong khong gian, gilp cAc em phan tich cAc biéu hién cua
chling va xay dung biéu twong khong gian méi mot cach logic, co co sé khoa hoc. Vi tri va kich thuéc trong Hinh
hoc dugc dinh nghia bang c4c quan hé khong gian; cac phép bién hinh, phép chiéu ciing 1a mot mdi lién hé gitra hai
hinh trong khong gian, do 1a anh va tao anh qua cac phep bién dbi hinh hoc. Céc biéu twong khong gian dugc hinh
thanh va phat trién voi mire triru trong ndng cao dan, chang han tir cac biéu twong “tam giac”, “tir giac”, “da giac n
- canh” dan dén céc biéu tuong triru tuong ting dan nhu “hinh chép tam giac”, “hinh chop tir giac”, “hinh chép n -
gi4c”. Chinh su triru tuong cao, doi héi TTTKG cao din dén nhimg kho khin ciia HS trong qué trinh hoc tap va biéu
dién hinh hoc.

Bén canh d6, 1 trong 5 thanh phan cua ning luc toan hoc can hinh thanh va phat trién cho HS trong Chuong trinh
gido duc phd thong mén Toéan ciia By GD-DT (2018) 1a nang luc sir dung cong cu, phuong tién hoc toan. Diéu nay
gilip HS ¢6 co hoi dé van dung, trai nghiém phan mém hinh hoc dong vao giai quyét hinh hoc, qua d6 phat trién
TTTKG, biét tim mbi quan h¢ giita TTTKG va truc quan.

Viéc hinh thanh va phét trién TTTKG c6 ¥ nghia quan trong ddi voi HS trong hoc tap ndi dung Hinh hoc khong
gian. HS s& linh hoi kién thirc hinh hoc khong gian (cac su kién dién ra trong khong gian 3 chiéu) théng qua hinh
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biéu dién cua cac hinh khéng gian trén mat phing (khong gian 2 chiéu). Do vay, néu céc biéu turong khong gian dugc
xay dung mot cach chinh xac, vimg chic trong tri 6¢, HS s& hinh dung t6t hon cac dbi tuong va méi quan hé trong
khong gian 3-chiéu khi lam viéc trén cac hinh biéu dién, tir d6 phat trién TTTKG ciia minh.

Vidy 1: Cho hinh chép S.ABC, day ABC la mot tam giac déu c6 chiéu dai canh 1a m. Mit bén SAC ciia hinh chop
vubng goc véi day, hai mit bén con lai déu tao véi day mot goc 1 ¢ Tinh thé tich ciia hinh chép theo m va a.

Céng thuee tinh thé tich hinh chép 14 Vs asc = % h.Sasy, trong d6 h 1a d6 dai duong cao, Sasy 12 dién tich day. Vi

ABC la tam giac déu nén viéc tinh dién tich clia tam giac nay 1a khong kho, van dé ¢ day 14 tinh d¢ dai duong cao h.
Tru6e hét, HS can xac dinh duong cao ciia hinh chop, gia sir 1a SH. Véi bai toan nay, néu khong nim vimg biéu
twong vé hai mat phing vudng goc va khong hinh dung dugc méi quan hé khong gian, HS ¢6 thé v& hinh biéu dién
cua bai toan nhu hinh 1.

Hinh 1

Hinh biéu dién nay khong phan anh diing tinh chat cta bai toan va gy khé khin cho HS trong qua trinh tim 16i
giai. That vy, tir (SAC) L (ABC), S € (SAC), SH L (ABC) nén SH phai nam trong mét phang (SAC) va He AC. Ngoai
ra, vi hai tam gic vuéng SHD va SHE bang nhau nén HD = HE, suy ra H thudc dudng phén giac cia goc ABC , tam
giac ABC déu nén H 1a trung diém ctia AC. Do d6, hinh biéu dién dung phai Ia hinh 2.

S

Hinh 2
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Nhu vy, bai toan quy vé tinh HD hoic HE. Dén day, HS c6 thé tach tam giac ABC ra khoi hinh bicu dién & hinh
2. Viéc tach thanh céc hinh phang véi cac moi lién hé ding trén hinh 2 s€ gop phan phat trien TTTKG cho HS. Ta
duogc hinh v& sau (xem hinh 3):

A H ,C

B
Hinh 3

O day, AG va CF la hai dudng trung tryc clia tam giac déu ABC, ta c6 HD//CF, HE//AG, nén HD = HE = % CF

_ M3
4

- The hai, trong day hoc phép chiéu song song va phép chiéu vudng goc, GV can rén luyén cho HS ki ning van
dung cac phép chiéu nay dé xac dinh hinh chiéu ciia mot hinh khdng gian trén mat phing theo cac phuong khéc
nhau; qua d6 gitip cac em biéu din hinh hoc khong gian chinh xac, dong thoi c6 mot cong cu giai toan hinh hoc
khéng gian hiéu qua, tao co hdi rén luyén TTTKG.

Theo Tran Vin Hao va cong su (2007), phép chiéu song song duoc dinh nghia: Cho mit phing (a) va du(‘mg
thang Acit (o). Vi mdi diém M trong khong gian, duong thang di qua M va song song hodc triing véi A sé cit (c)
tai diém M’ xac dinh. Diém M’ duoc goi 1a hinh chiéu song song cta diém M trén mat phang (o) theo phuwrong ctia
duong thing A hodc ndi gon 14 theo phuong A. Mt phang () dugc goi 1 mdt phéng chiéu. Phuong A goi 1a phuong
chiéu. Phép dat twong tmg mdi diém M trong khong gian v6i hinh chiéu M’ ciia né trén mit phang (a) duoc goi la
phép chiéu song song 1én (@) theo phuong A.

Céac bat bién cia phep chiéu song song gitip cho TTTKG phong pht hon va dam bao suy luan logic: - Tinh chit
thang hang cua cac diém va thi ty ciia chung, Khai mem duong thang, tia, doan thang (khong song song vai phuong
chiéu); - Ti s6 don ciia hé ba diém thang hang khong niam trén duong thang song song voi phuong chleu bac biét,
phép chiéu song song khong lam thay dbi ti sé do dai ctia hai doan thing hodc song song hodc cling ndm trén mot
duong thing; bién hinh binh hanh khong nam trong mit phéng song song voi phuong chiéu thanh hinh binh hanh;
bao toan ti s kép ciia bén diém thing hang; bao toan trung diém cua doan thing khong song song véi phuong chiéu,
trong tAm ciia tam giac khong nim trong mit phang chiéu.

T d6, HS c6 thé sir dung phép chiéu song song dé giai cac bai toan hinh hoc & THPT chira dung céc yéu to:
thang hang, dong quy, trung diém, trong tam, ti s6 do dai clia hai doan thang lién tiép trén mot dudng thang.

Vi du 2: Trong khong gian, cho ba duong théng d6i mot chéo nhau a, b, ¢. Dung duong théng A céta, b, ¢ lan

luot tai A, B, C, sao cho % =k (k > 0 cho trudc).

Huomg dan:
Gia str 1, J, K 13 ba diém thudc ba dudng thang di cho x4c dinh mét phang (P). Bai toan trén chi chira cac bat bién
afin ciing 1a bat bién cta phép chiéu song song: duong thang, thing hang, ti 6 cdc doan ciing phuong.
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Sir dung phép chiéu song song theo phuong b 1én mit phing (P) dan t6i bai toan phang sau: “Cho géc xOy va

diém J nam trong goc do. Dung qua J cdt tuyén A'C’ sao cho f =k

Bai toan phing duoc giai nho sir dung phép vi tu V. Tir do,
chuyén sang bai toan khong gian véi chi y: Ox=a’; Oy =¢’, anh b
cua a, ¢ 1én mat phang (P) qua phép chiéu trén (xem hlnh 4). A

Déi v6i phép chiéu vudng goc, Tran Vin Hao va cong sur (2007) B
dua ra dinh nghla Cho duwong thing A vuéng géc voi mat phang
(a). Phép chiéu song song theo phuong ciia A lén mat phang (a)
dwoc goi la phép chiéu vuong goc lén mat phang (a).

Nhur vay, phép chiéu vuong gbc ¢6 day du cac tinh chit cia mot
phep chiéu song song. Ngoai ra, phép chiéu vubng goc con ¢6 tinh
chét riéng quan trong sau ddy: Qua phép chiéu vuéng géc, goc
vuong xOy bién thanh géc vuong x’O’y’ khi va chi khi né ¢ it nhat
M@t canh song song voi (hodc thudc) mdt phdng chiéu con canh kia
khéng vuéng goc voi mat phang chiéu.

- Thit ba, GV can trang bi cho HS cac phuong phap khac nhau
trong day hoc Hinh hoc & THPT nhu: phuong phap tong hop,
phuong phap vecto va phuong phap giai tich. Ba phuong phap co
ban nay gitip HS xay dung biéu tugng khong gian theo cac hinh
thai khac nhau dé giai quyét cac van dé ctia hinh hoc mot cach chinh xac, ddng thoi cung cip cho cac em cong cu dé
dua ra cac phan doan, truc giac khong gian.

Phuong phép téng hop duoc hiéu 13 phuong phéap xay dung hinh hoc dua vao mot hé tién dé (ching han hé tién
dé Hin-be), ma ¢ d6 khong thé hién y tudng dai s6 hoa hinh hoc. O day, cac hinh hinh hoc dugc biéu dién béng
nhimg hinh v&, do d6 khi sir dung phuong phép tong hop thi hinh vé déng vai trd quan trong vi né 1a diém tura truc
giac cho viéc tim toi 101 giai cua bai toan (L€ Thi Hoai Chau, 2015). Chéng han, duong tron tdm O ban kinh R 1a tip
hop tt ca cac diém trong mit phang cich mot diém cho trude mot khoang khong doi.

Phuong phép vecto gitp HS c6 thé cong, trir, nhan truc tiép trén cac ddi twrong hinh hoc, khong thoat ra ngoai
pham vi hinh hoc, do vay vira tan dung dugc cong cu dai s0, vira khai thac duoc phuong dién truc gidc trong qua
trinh tim i 101 giai bai toan (Lé Thi Hoai Chau, 2015). Chang han, dudng tron duong kinh AB 14 tap hop tit ca cac
diém M trong mit phang sao cho MAMB = 0.

Vi phuong phép giai tich, thong qua trung gian 1a mot hé toa do, ta thay thé cc ddi twong va quan hé hinh hoc
thanh nhiing d6i twong va quan hé dai sb. Sau d6, chuyén cac tinh chit hinh hoc thanh tinh chat dai s, quy bai toan
hinh hoc thanh bai toan dai so. Chéng han: Trong mat phéng toa d0 Oxy, duong tron tam I(a; b) ban kinh R ¢
phuong trinh 1a: (x—a)* +(y-b)* = R?.

- Thir tw, mdt trong nhitng muc tiéu quan trong trong day hoc Hinh hoc 1a giai quyét mot sd van dé thyc tién gin
v6i hinh hoc. Thuec tién 1a nguf“)n géc ctia toan hoc no6i chung, hinh hoc néi riéng. Mdi khai niém, mdi tinh chat hinh
hoc di triru twong déu tim thdy hinh anh va tmg dung ctia né trong thyc tién. Dy 14 co s cho HS vén dung kién
thire hinh hoc vao cude séng, qua d6 gitp cac em phat trién TTTKG va tu duy logic.

Chuong trinh Gido duc phé théng mén Toan cia Bo GD-DT (2018) di xac dinh, viéc van dung kién thirc hinh
hoc vao giai quyét cac van dé thyuc tién can dam bao mot s6 yéu cau sau: - Van dung dugc kién thirc vé hai duong
thang song song, dudng thang song song véi mit phang, phép chiéu song song, hai duong thang vudng goc, duong
thang vudng goc v6i mit phang, hai mat phang vudng goc, khoang cach trong khong gian, goc giita dudng thang va
mat phéng, goc nhi dién, hinh chép cut déu,... dé mo ta mot sd hinh anh trong thue tién; - Van dung duoc cac kién
thuc ve toa do cua vecto, phuong trinh mat phang, phuong trinh duong thing trong khong gian, phuong trinh mdt
cau dé giai mot so bai toan lién quan dén thuc tién.

Do d6, GV cén thiét ké cac tinh huong lién quan dén thyc tién dé HS van dung cac kién thire hinh hoc nhu quan
hé song song, quan hé vudng goc, phuong phap toa do trong khong gian dé giai quyét cc van dé dit ra.

Hinh 4
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Chéng han, GV c6 thé cho HS giai bai tip sau dy: “Kim tu thap Kheops & Ai Cép duoc xdy dung vio khoang
2500 nam trude Cong nguyén. Kim ti thap nay 1 mot khdi chop tir giac déu, c6 chiéu cao 147m, canh day dai 230m.
Hay tinh dién tich mat bén va thé tich ctia no”.

Vi bai tap nay, HS can tim kiém hinh anh thuc té cia kim ty thap Kheops tir cac ngudn thong tin nhu internet,
hinh dung dugc hinh dang cta kim ty thap dé phac hoa hinh v& mo ta dit kién thyc tién da cho. HS can hinh dung
dugc day ciia n6 1 hinh vudng, cdc canh bén bang nhau, chan duong cao tring véi tim cia ddy, duong cao ciia mit
bén di qua trung diém ciia canh day.

3. Kétluan

TTTKG la mét loai hoat dong tri dc diic biét ma HS can ¢ dé hoc tap tt ndi dung hinh hoc & truong phd théng
va van dung vao cudc song. Trong bai bio, sau khi tim hiéu va dua ra dugc mot sd quan niém vé TTTKG, chung i
da dé xuit mot s6 dinh hudng trong day hoc ndi dung Hinh hoc nham rén luyén TTTKG cho HS THPT, d6 la: gitp
HS xay du'ng céac biéu tuong khong gian; sir dung phep chiéu song song va phép chiéu vudng goc dé biéu dién hinh
hoc khong gian chinh xéc, tao co hi rén luyén moi quan h¢ gitra TTTKG va tu duy logic; van dung phéi hop ba
phuong phép tong hop, phuong phép vecto va phuong phép giai tich dé xay dung biéu tuong khong gian theo cac
hinh thai khac nhau, dura ra cdc phan doan, truc giac khong gian; thiét ké cac tinh hudng thuc tién gan véi ndi dung
hinh hoc dé phat trién TTTKG va tur duy logic. Két qua nghién ciru ciing dua ra dugce cac vi du dién hinh minh hoa
cho céc luan diém ciing nhu cac dinh hudng da d& xuat, qua d6 giup GV xac dinh dugc céc dang toan trong day hoc
Hinh hoc theo hudng rén luyén TTTKG cho HS THPT.
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