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ABSTRACT 

The concept of “the Limit of a function” is a fundamental element in the high 

school mathematics curriculum and serves as an important premise for a 

deeper understanding of topics such as “Continuous functions” and 

“Derivatives and Integrals”. However, the abstractness and complexity of 

limits often cause great difficulties for 11th grade students. To overcome these 

difficulties, the use of mathematical representations in teaching is considered 

an effective measure. The study proposes a process of using mathematical 

representations in teaching mathematics and applying it to teaching the 

concept of “Finite limit of a function at a point” (Mathematics 11). The aim 

is not only to help students deeply understand this concept, but also to 

improve their ability to apply it to solving relevant problems. The application 

of the mathematical representation process is not only effective in teaching 

mathematics, but also opens up the possibility of application in other natural 

sciences. 

 

1. Mở đầu 

“Giới hạn của hàm số” là một nội dung quan trọng trong chương trình môn Toán ở THPT, là kiến thức nền tảng 

để HS học tập các nội dung như “Hàm số liên tục”, “Đạo hàm” và “Tích phân”,… Tuy nhiên, do tính trừu tượng của 

kiến thức về giới hạn của hàm số nên HS thường gặp nhiều khó khăn khi học nội dung này. Để giúp HS vượt qua 

những thách thức trong học tập, nắm vững các kiến thức toán học trừu tượng, việc sử dụng biểu diễn toán học 

(BDTH) trong dạy học được coi là một biện pháp hiệu quả. Quá trình BDTH bao gồm việc sử dụng các hình thức 

biểu diễn khác nhau như đồ thị, biểu thức đại số, bảng số liệu và mô tả bằng lời để giúp HS nhận biết và kết nối các 

dữ kiện toán học. Nhiều nghiên cứu đã khẳng định vai trò của BDTH như là các công cụ giúp HS nâng cao sự hiểu 

biết về các khái niệm toán học (Putra et al., 2023); giúp GV sử dụng biểu diễn trực quan dưới dạng sơ đồ, đồ họa và 

mô hình vật lí trong dạy học giải bài tập toán (Ma, 2023); rèn luyện cho HS kĩ năng chuyển đổi giữa các hình thức 

BDTH (Mainali, 2020); khuyến khích GV kết hợp các phương tiện trực quan như biểu đồ và đồ thị, trải nghiệm thực 

tế khi dạy học các khái niệm thống kê (Trần Đức Thuận và cộng sự, 2022); các mô hình trực quan đặc biệt hiệu quả 

trong dạy học phân số ở tiểu học, giúp HS nắm vững ý nghĩa của phân số (Lê Thị Hoài Châu & Nguyễn Lâm Hồng 

Thắm, 2018); biết vận dụng BDTH vào quá trình giải quyết vấn đề (Ngô Trúc Phương, 2019). Việc sử dụng BDTH 

trong dạy học môn Toán có thể nâng cao hiểu biết và sự tham gia của HS trong học tập. Các chiến lược BDTH đa 

dạng, bao gồm học tập theo trải nghiệm, mô hình trực quan và công cụ kĩ thuật số, có thể cải thiện đáng kể hiệu quả 

dạy học môn Toán với nhiều chủ đề ở các cấp học khác nhau (Nguyễn Minh Hậu & Huỳnh Thị Lựu, 2018).  

Mặc dù vai trò của BDTH trong dạy học đã được khẳng định qua nhiều nghiên cứu, nhưng việc vận dụng vào 

dạy học các khái niệm về giới hạn hàm số theo Chương trình giáo dục phổ thông môn Toán 2018 cho HS THPT còn  

chưa được triển khai rộng rãi. Trong bài báo này, chúng tôi đề xuất quy trình sử dụng BDTH trong dạy học môn 

Toán và minh họa quy trình này trong dạy học khái niệm “Giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm” (Toán 11), 

với mục tiêu là không chỉ nâng cao hiệu quả dạy học, hiểu biết của HS về khái niệm này mà còn cải thiện khả năng 

ứng dụng và giải quyết các vấn đề liên quan. 

2. Kết quả nghiên cứu 

2.1. Quan niệm về biểu diễn toán học 

BDTH là sự trình bày một nội dung toán học bằng các thuật ngữ, kí hiệu, biểu tượng (Ngô Trúc Phương, 2019). 

BDTH là một thao tác quan trọng trong dạy học môn Toán, bao gồm việc sử dụng nhiều hình thức khác nhau để diễn 

đạt ý tưởng toán học, nâng cao sự hiểu biết của HS; là cách thức sử dụng kí hiệu, hình vẽ, ngôn ngữ tự nhiên hoặc 
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các phương tiện khác để biểu diễn một khái niệm, quy luật, vấn đề toán học hoặc một mối liên hệ toán học nào đó. 

Nói cách khác, BDTH là một “bản dịch” từ ngôn ngữ toán học trừu tượng sang một hình thức cụ thể, dễ hiểu hơn. 

BDTH diễn ra thông qua hai giai đoạn: biểu diễn bên trong và biểu diễn bên ngoài (Dilworth, 2004; Fiantika, 

2017). Biểu diễn bên trong còn được gọi là biểu diễn tinh thần, diễn ra trong tâm trí con người; biểu diễn bên ngoài 

bao gồm lời nói, bản vẽ và các đối tượng cụ thể, được sử dụng để mô tả, giải thích và truyền đạt ý tưởng toán học 

(Fiantika, 2017). Bốn loại biểu diễn bên ngoài thường được sử dụng là: thuần ngôn ngữ, đồ thị, hình ảnh, kí hiệu và 

số (Mainali, 2020; Musrikah et al., 2023). Trong dạy học môn Toán, GV có thể chọn các dạng biểu diễn bên ngoài 

sau đây: (1)  Biểu diễn bằng ngôn ngữ: Sử dụng từ ngữ, câu văn để mô tả khái niệm và quá trình toán học; (2) Biểu 

diễn bằng hình ảnh, biểu đồ: Sử dụng hình vẽ, đồ thị, sơ đồ để mô tả mối quan hệ giữa các tri thức toán học; (3) Biểu 

diễn bằng kí hiệu: Sử dụng kí hiệu toán học để biểu diễn các công thức, phương trình và mối liên hệ giữa các yếu tố; 

(4) Biểu diễn bằng bảng: Sử dụng bảng số liệu để sắp xếp, tổ chức dữ liệu và đưa ra kết quả; (5) Biểu diễn bằng mô 

hình hình học: Sử dụng các hình hình học như đường thẳng, đường cong, hình vuông, hình tròn,… để minh họa các 

khái niệm hoặc mối quan hệ toán học; giúp HS thể hiện ý tưởng toán học và giải quyết vấn đề hiệu quả.  

2.2. Quy trình sử dụng biểu diễn toán học trong dạy học môn Toán           

Dựa vào quan niệm về biểu diễn bên trong và biểu diễn bên ngoài như đã trình bày ở tiểu mục 2.1, chúng tôi đề 

xuất quy trình sử dụng BDTH trong dạy học môn Toán với mục tiêu là giúp HS nâng cao hiểu biết về tri thức toán 

học thông qua các cách biểu diễn khác nhau. Quy trình gồm bốn pha như sau (xem sơ đồ 1):   

Pha 1: Xác định mục tiêu BDTH. Xác định rõ vị trí của tri thức cần dạy trong chương trình, mục tiêu của các 

BDTH. 

Pha 2: Thực hiện biểu diễn 

bên trong. Phân tích nội dung tri 

thức: Xác định rõ đặc điểm của tri 

thức, liên kết với tri thức liên 

quan đã học; sử dụng các kí hiệu 

đơn giản, dễ nhớ. 

Pha 3: Thực hiện biểu diễn 

bên ngoài. Tùy theo từng nội dung kiến thức, GV có thể chọn các hình thức biểu diễn bên ngoài thích hợp. Trong 

mỗi BDTH, GV cần giải thích chi tiết, làm rõ các bước suy luận, mối quan hệ giữa các yếu tố trong biểu diễn; từ đó 

giúp HS hiểu ý nghĩa của BDTH và cách vận dụng BDTH vào giải bài toán thực tế. 

Pha 4: Kiểm tra và củng cố. GV đưa ra các câu hỏi để kiểm tra mức độ nắm vững kiến thức của HS về tri thức 

toán vừa học sau khi đã sử dụng BDTH. Tiếp đó, GV yêu cầu HS thực hành, khuyến khích các em tự tạo ra các 

BDTH tương tự hoặc giải các bài tập liên quan để củng cố kiến thức. 

2.3. Sử dụng biểu diễn toán học trong dạy học khái niệm “Giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm”  

(Toán 11) 

Đối với một khái niệm toán học, biểu diễn bên trong liên quan đến việc phân tích bản chất của khái niệm, tìm ra 

các thuộc tính, mối quan hệ và cấu trúc bên trong; biểu diễn bên ngoài là cách thể hiện khái niệm đó ra bên ngoài 

thông qua các hình thức cụ thể như biểu đồ, công thức, mô hình, ngôn ngữ tự nhiên,... Trong bài báo này, chúng tôi 

dựa trên cách tiếp cận khái niệm “Giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm” được trình bày trong sách giáo khoa 

Toán 11 - Bộ kết nối tri thức với cuộc sống của Hà Huy Khoái và cộng sự (2023) để vận dụng quy trình BDTH vào 

dạy học khái niệm này. Sau đây, chúng tôi sử dụng BDTH vào dạy học khái niệm “Giới hạn hữu hạn của hàm số tại 

một điểm” (Toán 11) theo quy trình đề xuất ở tiểu mục 2.2:  

Pha 1: Xác định mục tiêu của BDTH. “Giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm” là một khái niệm thuộc chủ 

đề “Giới hạn. Hàm số liên tục” trong chương trình sách giáo khoa Toán 11. Khái niệm này được định nghĩa thông 

qua khái niệm giới hạn của dãy số. Sử dụng các hình thức BDTH để giúp HS lĩnh hội khái niệm giới hạn hữu hạn 

của hàm số tại một điểm một cách trực quan, xét khái niệm dưới nhiều góc độ khác nhau. 

Pha 2: Thực hiện biểu diễn bên trong. Đầu tiên, GV cho HS xét hàm số ( )
24

.
2

x
f x

x

−
=

−
Hàm số này có đặc điểm 

là với dãy số ( )nx  bất kì, sao cho 2nx   và 2,nx →  luôn có ( )lim 4n
n

f x
→+

= − . GV sẽ giới thiệu cho HS biết vì 

hàm số f(x) có tính chất như vậy nên ta nói rằng f(x) dần đến -4 khi x dần đến 2, hay f(x) có giới hạn là -4 khi x dần 

đến 2. Tiếp theo, GV phát biểu khái niệm giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm: Giả sử ( );a b  là một khoảng 

Pha 1: 

Xác định 
mục tiêu 
dạy học 

Pha 2: 

Thực hiện 
biểu diễn 
bên trong

Pha 3:

Thực hiện 
biểu diễn 
bên ngoài

Pha 4: 

Kiểm tra 
và củng cố 

Quy trình sử dụng BDTH trong dạy học môn Toán
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chứa điểm 0x  và hàm số ( )f x  xác định trên khoảng ( ); ,a b có thể trừ điểm 0x . Ta nói hàm số ( )f x  có giới hạn 

là số L  khi x dần tới 0x  nếu với dãy số ( )nx  bất kì, ( ) 0; ,n nx a b x x   và 0 ,nx x→ ta có ( ) ,nf x L→  kí hiệu 

( )
0

lim
x x

f x L
→

=  hay ( )f x L→  khi 0x x→  (Hà Huy Khoái và cộng sự, 2023). 

Từ định nghĩa, GV có thể đưa ra một số nhận xét như sau: (1) Hàm số ( )f x  có giới hạn là số L  khi x  dần tới 

0x  không nhất thiết phải xác định tại 0x ; (2) Trong trường hợp hàm số ( )f x xác định tại 0x  và có giới hạn là L  

khi x  dần tới 𝑥0 thì L có thể bằng 𝑓(𝑥0) hoặc có thể 

không bằng ( )0f x .  

Pha 3: Thực hiện biểu diễn bên ngoài. GV 

hướng dẫn cho HS thực hiện các biểu diễn bên ngoài 

thông qua các nhiệm vụ sau:  

Nhiệm vụ 1: Biểu diễn giới hạn của hàm số  

( )
24

2

x
f x

x

−
=

−
 khi x dần đến 2 bằng đồ thị. 

GV có thể sử dụng phần mềm GeoGebra biểu 

diễn mối quan hệ giữa L và f(x0) nhằm giúp HS hiểu 

rõ các trường hợp xảy ra đối với hàm số có giới hạn 

tại một điểm trong trường hợp ( )
24

.
2

x
f x

x

−
=

−

(xem hình 1). Hình 1 được tạo trên phần mềm 

GeoGebra cho phép trực quan hóa khái niệm giới 

hạn của hàm số khi x dần tới 2 và giá trị giới hạn của 

hàm số tiến dần tới −4. Phần mềm GeoGebra với 

khả năng tương tác cao, giúp HS hiểu sâu sắc hơn 

khái niệm này thông qua các yếu tố sau: (1) Đồ thị 

hàm số f(x) biểu diễn hàm số f(x) trên mặt phẳng tọa độ, với điểm x = 2 được đánh dấu và thể hiện rõ ràng. Khi GV 

di chuyển điểm K trên Ox về phía điểm có tọa độ (2; 0), HS sẽ thấy giá trị hàm số tiến dần tới −4; (2) Điểm tiếp cận: 

Phần mềm GeoGebra đã hiển thị điểm (2; −4) một cách nổi bật, minh họa rõ ràng khi x tiến gần đến 2, giá trị của 

hàm số  f(x) dần tiến tới −4. Điều này biểu thị cho 
2

lim ( ) 4.
x

f x
→

= −  

Hình biểu diễn giới hạn của hàm số trên phần mềm GeoGebra cung cấp một cái nhìn trực quan, sinh động về 

khái niệm giới hạn. Việc sử dụng phần mềm động GeoGebra không chỉ hỗ trợ trong việc giải thích mà còn cho phép 

HS tự khám phá, thực hành và kiểm chứng các khái niệm toán học. Điều này làm tăng tính hiệu quả trong dạy học, 

đặc biệt là dạy học các khái niệm trừu tượng như giới hạn của hàm số. Với sự minh họa rõ ràng và khả năng tương 

tác cao giúp cho khái niệm giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm trở nên dễ hiểu hơn, HS hiểu được bản chất 

của khái niệm thông qua hình ảnh trực quan và trải nghiệm thực. 

Nhiệm vụ 2: Biểu diễn giới hạn của hàm số ( )
24

2

x
f x

x

−
=

−
 

khi x dần đến 2 bằng bảng giá trị (xem bảng 1). 
Bảng giá trị trong bảng 1 biểu diễn giá trị của hàm số f(x) 

tương ứng với các giá trị của x khi x tiến gần đến 2 từ hai phía. 

Dựa vào bảng này, HS có thể dự đoán rằng, giá trị của hàm số 

f(x) dần đến −4 khi  x dần tới 2 dù hàm số không xác định tại x = 

2 (thể hiện bởi dấu “?”). Bảng 1 cung cấp một cách tiếp cận trực 

quan cho khái niệm giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm, 

bởi HS dễ dàng nhận thấy khi x tiến gần đến 2 thì f(x) tiến gần 

đến −4. Đây là một cách tiếp cận rất hữu ích trong dạy học khái 

niệm giới hạn, đặc biệt khi hàm số có thể không xác định tại điểm cần xét. 

Hình 1. Hình biểu diễn cho  
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Nhiệm vụ 3: Biểu diễn các trường hợp liên quan đến giá trị giới hạn và giá trị của hàm số. Nhiều nghiên cứu cho 

thấy, HS thường gặp khó khăn trong việc hiểu khái niệm giới hạn trong giải tích. Những sai lầm phổ biến bao gồm 

việc coi giới hạn là không thể đạt được, tức là  f(x) chỉ dần tới L khi x dần về x0 nhưng không bao giờ bằng L (Denbel, 

2014). HS thường giải thích giới hạn theo cách “động”, cho rằng một hàm số tiến gần đến nhưng không bao giờ đạt 

được giá trị giới hạn của nó. Nhiều HS cũng nhầm lẫn rằng, một hàm số cần được xác định tại một điểm để có giới 

hạn tại điểm đó. Để giải quyết những vấn đề này, GV cần tập trung vào việc phát triển kiến thức về khái niệm cho 

HS trước khi giới thiệu các kĩ thuật giải bài toán, nhận biết được những sai lầm của HS để điều chỉnh chiến lược dạy 

học cho phù hợp. Sơ đồ 2 cho biết mối liên hệ giữa 

giới hạn của hàm số f(x) với ( )
0

lim
x x

f x L
→

= , có phân 

tách các trường hợp dựa trên việc hàm số f(x) có xác 

định tại x0 hay không và mối quan hệ giữa giá trị giới 

hạn L với giá trị của hàm số tại x0. Thông qua sơ đồ 

2 giúp HS phân loại rõ ràng các tình huống khác 

nhau khi học khái niệm về giới hạn, cung cấp cho 

các em một cách nhìn trực quan, dễ dàng phân biệt 

và hiểu sâu khái niệm, nắm bắt các tình huống khác 

nhau mà không cần phải ghi nhớ những lí thuyết 

trừu tượng, đồng thời hỗ trợ GV trong việc giải thích 

khái niệm một cách có hệ thống và logic. 

Cùng với các biểu diễn bằng đồ thị, bảng giá trị 

hay sơ đồ, GV cần kết hợp giữa ngôn ngữ và kí hiệu để BDTH, chẳng hạn như: (1) Sử dụng ngôn ngữ: Hàm số f(x) 

có giới hạn bằng L tại x = x0, nghĩa là hàm số f(x) dần đến L khi x dần đến x0; (2) Sử dụng kí hiệu: 
0

lim ( )
x x

f x L
→

=  (có 

thể đọc là “lim của f(x) bằng L khi x dần tới x0” để biểu thị hàm số f(x) dần đến L khi x dần đến x0, hay ( )f x L→  

khi 0x x→ ( f(x) dần đến L khi x dần đến x0). Trong trường hợp sử dụng ngôn ngữ tự nhiên, chúng ta có thể chọn 

cách diễn đạt sao cho dễ nhớ, không nhất thiết phải mô tả một cách chi tiết. Tuy nhiên, khi dùng kí hiệu toán học để 

biểu diễn, GV cần sử dụng chính xác kí hiệu, biểu thức toán học.  

Pha 4. Kiểm tra và củng cố. Ở pha 4, GV có thể đưa ra các bài tập sau với mục tiêu là vừa kiểm tra sự hiểu biết 

của HS, vừa củng cố kiến thức về khái niệm giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm.  

Bài tập: Sử dụng khái niệm giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm, em hãy tính các giới hạn sau: 

a) 
1

lim ( )
x

f x
→

với 

2 1 1
f( ) ;

4 1

x khi x
x

khi x

 + 
= 

=
 b) 

2

1

lim( 1)
x

x
→

+ ; c) 
1

lim ( )
x

h x
→−

với ( )
2 1

.
1

x
h x

x

−
=

+
 

Bài tập này có thể được sử dụng để kiểm tra và củng cố khái niệm giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm ở 

mức độ cơ bản, đặc biệt là khi vận dụng khái niệm để tính giới hạn. Các hàm số trong bài tập đều có cấu trúc tương 

đối đơn giản, giúp HS dễ dàng vận dụng khái niệm giới hạn để tính giới hạn mà không bị phân tán bởi các kĩ thuật 

tính toán phức tạp. GV cần sử dụng cách BDTH bằng đồ thị để trực quan hóa các bài tập đưa ra (xem hình 2).  

Thông qua hoạt động giải các 

bài tập, HS được kiểm tra, rèn 

luyện và củng cố các kiến thức và 

kĩ năng sau: (1) Kiểm tra kiến thức: 

Bài tập yêu cầu HS cần vận dụng 

trực tiếp khái niệm giới hạn hữu 

hạn của hàm số tại một điểm để 

tính giới hạn, từ đó giúp các em tự 

kiểm tra mức độ nắm vững khái 

niệm này của bản thân; (2) Củng 

cố kiến thức: Bài tập giúp HS rèn 

luyện kĩ năng tính giới hạn bằng 

cách sử dụng khái niệm, đây là một 

Sơ đồ 2. Mối liên hệ giữa L và (nếu tồn tại) 

Hình 2. Biểu diễn bằng đồ thị các hàm số ở câu a), b), c)
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kĩ năng cơ bản và quan trọng; (3) Phân biệt giá trị giới hạn và giá trị của hàm số tại một điểm: Các bài tập củng cố cho HS 

về đặc điểm của giới hạn tại một điểm: Hàm số f(x) có giới hạn là L khi x dần đến 0x không nhất thiết phải xác định tại 0.x  

Trong trường hợp f(x) xác định tại 0x , thì L vẫn có thể khác 0( )f x ; (4) Phát triển tư duy logic và tư duy trừu tượng: Để 

giải các bài tập, HS cần sử dụng tư duy logic để phân tích bài toán, xác định các bước giải và đưa ra kết luận chính xác. 

Ngoài ra, khái niệm giới hạn là một khái niệm trừu tượng, việc làm quen với các bài tập giúp HS phát triển khả năng tư 

duy trừu tượng.  

Tóm lại, các bài tập ở trên đã giúp HS vận dụng khái niệm giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm vào giải 

bài tập và rèn luyện các kĩ năng tính toán; các em được củng cố kiến thức về giới hạn hữu hạn của hàm số tại một 

điểm, là cơ sở để tiếp cận các khái niệm tiếp theo như “hàm số liên tục”, “đạo hàm”,… trong chương trình Toán 11. 

3. Kết luận 

Bài báo đã trình bày quy trình sử dụng BDTH trong dạy học môn Toán và minh họa quy trình trong dạy học khái 

niệm “Giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm”. Thực tiễn dạy học cho thấy, quy trình này đã giúp HS tiếp cận 

khái niệm toán học từ nhiều góc độ khác nhau, từ đó nâng cao kiến thức và khả năng vận dụng kiến thức đã học vào 

giải quyết vấn đề trong môn Toán, các môn học khác và trong thực tiễn. Hiện nay, chúng tôi đang mở rộng quy trình 

này trong dạy học chủ đề “Giới hạn hàm số và hàm số liên tục” trong chương trình Toán 11, với những kết quả bước 

đầu khả quan. Quy trình BDTH đã đề xuất không chỉ đem lại hiệu quả trong dạy học môn Toán mà còn mở ra khả 

năng vận dụng vào các môn khoa học tự nhiên khác. Nghiên cứu tiếp theo, chúng tôi sẽ trình bày kết quả so sánh 

hiệu quả của quy trình BDTH trong dạy học môn Toán với các phương pháp dạy học truyền thống, cũng như thử 

nghiệm vận dụng vào dạy học cho các đối tượng HS khác nhau.  

 

Tài liệu tham khảo 

Denbel, D. G. (2014). Students’ Misconceptions of the Limit Concept in a First Calculus Course. Journal of 

Education and Practice, 5(34), 24-40. 

Dilworth, J. (2004). Internal versus external representation. The Journal of Aesthetics and Art Criticism, 62, 23-36. 

https://doi.org/10.1111/j.1540-594X.2004.00132.x 

Fiantika, F. R. (2017). Representation Elements of Spatial Thinking. Journal of Physics: Conference Series, 824. 

https://doi.org/10.1088/1742-6596/824/1/012056 

Hà Huy Khoái (tổng chủ biên), Cung Thế Anh, Trần Văn Tấn, Đặng Hùng Thắng (đồng chủ biên), Trần Mạnh 
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Putra, F. G., Lengkana, D., Sutiarso, S., Nurhanurawati, N., Saregar, A., Diani, R., Widyawati, S., Suparman, S., 

Imama, K., & Umam, R. (2023). Mathematical Representation: A Bibliometric Mapping of The Research 

Literature (2013-2022). Infinity Journal, 13(1), 1-26. https://doi.org/10.22460/infinity.v13i1.p1-26 
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