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1. Mé dau

“Gidi han ctia ham s6” 13 mot ndi dung quan trong trong chuong trinh mén Toan & THPT, 1a kién thirc nén tang
dé HS hoc tap cac ndi dung nhu “Ham s6 lién tuc”, “Pao ham” va “Tich phan”,... Tuy nhién, do tinh triru twong cta
kién thirc vé giéi han cua ham sé nén HS thuong gép nhiéu kho khan khi hoc ndi dung nay. Dé giup HS vuot qua
nhimg thach thirc trong hoc tap, ndm vimg céc kién thirc toan hoc triru tuong, viée st dung biéu dién toan hoc
(BDTH) trong day hoc dugc coi 1a mot bién phap hiéu qua. Qué trinh BDTH bao gdm viée st dung cac hinh thirc
biéu dién khac nhau nhu d6 thi, biéu thirc dai sb, bang s6 liéu va moé ta bang 161 dé gitip HS nhén biét va két ndi cac
dir kién toan hoc. Nhiéu nghién ctru di khang dinh vai tro ciia BDTH nhur 1a cac cong cu gitip HS nang cao sy hiéu
biét vé cac khai niém toan hoc (Putra et al., 2023); gitip GV su dung biéu dién truc quan dudi dang so d, d6 hoa va
md hinh vat li trong day hoc giai bai tp toan (Ma, 2023); rén luyén cho HS ki ning chuyén dbi giita cac hinh thirc
BDTH (Mainali, 2020); khuyén khich GV két hop cac phuong tién trirc quan nhu biéu do va do thi, trai nghiém thuc
té khi day hoc cac khai niém théng ké (Trﬁn Dtic Thuén va cong sy, 2022); cac mo hinh tryc quan dic biét hiéu qua
trong day hoc phén s6 6 tiéu hoc, gitp HS nim viing ¥ nghia ciia phan sb (Lé Thi Hoai Chau & Nguyén Lam Hong
Tham, 2018); biét van dung BDTH vao qua trinh giai quyét van dé (Ngd Trac Phuong, 2019). Viéc sir dung BDTH
trong day hoc moén Toan co thé nang cao hiéu biét va sy tham gia ctia HS trong hoc tép. Cac chién lugc BDTH da
dang, bao gf”)m hoc tap theo trdi nghiém, mé hinh tryc quan va cong cu ki thuat 30, ¢0 thé cai thién déang ké hiéu qua
day hoc mon Toan véi nhiéu chii d& ¢ cac cap hoc khac nhau (Nguyén Minh Hau & Huynh Thi Lyu, 2018).

Mic du vai tro cia BDTH trong day hoc da dugc khéng dinh qua nhiéu nghién ctru, nhung viéc van dung vao
day hoc cac khai niém vé gi¢i han ham s theo Chuong trinh gido duc phd thong mén Toan 2018 cho HS THPT con
chua dugc trién khai rong rdi. Trong bai bao niy, chung t6i dé xuét quy trinh sir dung BDTH trong day hoc mén
Toan va minh hoa quy trinh nay trong day hoc khai niém “Gidi han hiru han cia ham s6 tai mot diém” (Toan 11),
voi muyc tiéu la khong chi nang cao hiéu qua day hoc, hiéu biét cua HS vé khai niém nay ma con cai thién kha ning
ung dung va giai quyét cac van dé lién quan.

2. Két qua nghién ciru
2.1. Quan ni¢m vé biéu dién todn hoc

BDTH la sy trinh bay mot ndi dung toan hoc bfing cac thudt ngit, ki hi¢u, bidu tuong (Ng6 Trac Phuong, 2019).
BDTH la m6t thao tac quan trong trong day hoc mén Toan, bao gém viéc str dung nhiéu hinh thtre khac nhau dé dién
dat y tudng toan hoc, nang cao sy hiéu biét cua HS; 1a cach thic sir dung ki higu, hinh v&, ngén ngir ty nhién hodc
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cac phuong tién khac dé biéu dién mot khai niém, quy lut, van dé toan hoc hodc mot méi lién hé toan hoc nao do.
N6i cach khac, BDTH la mot “ban dich” tir ngdn ngit toan hoc triru tuong sang mot hinh thirc cu thé, d& hiéu hon.

BDTH dién ra thong qua hai giai doan: biéu dién bén trong va biéu di&n bén ngoai (Dilworth, 2004; Fiantika,
2017). Biéu dién bén trong con dugc goi 1a biéu dién tinh than, dién ra trong tam tri con nguoi; biéu dién bén ngoai
bao gdm loi noi, ban vé va cac dbi twong cu thé, duoc sir dung dé m ta, giai thich va truyén dat y tuong toan hoc
(Fiantika, 2017). Bén loai biéu dién bén ngoai thuong duoc sit dung 1a: thuan ngdn ngit, do thi, hinh anh, ki hi¢u va
sd (Mainali, 2020; Musrikah et al., 2023). Trong day hoc mén Toan, GV c6 thé chon cac dang biéu dién bén ngoai
sau dy: (1) Biéu dién bang ngdn ngir: Sir dung tir ngi¥, cau van dé mo ti khai niém va qua trinh toan hoc; (2) Biéu
dién bang hinh anh, biéu d6: Sit dung hinh v&, d thi, so d6 dé md ta méi quan hé giita c4c tri thirc toan hoc; (3) Biéu
dién bang ki hiéu: Sir dung ki hiéu toan hoc dé biéu dién céc cong thic, phuong trinh va mdi lién hé giira céc yéu td;
(4) Biéu dién bang bang: Sir dung bang s liéu dé sap xép, to chirc dit liéu va dua ra két qua; (5) Biéu dién bang mo
hinh hinh hoc: Str dung céc hinh hinh hoc nhu dudng théng, duong cong, hinh vudng, hinh tron,... dé minh hoa cac
khai niém hodc mdi quan hé toan hoc; gilip HS thé hién ¥ tudng toan hoc va giai quyét vén dé hiéu qua.

2.2. Quy trinh st dung biéu dién todn hoc trong day hoc mon Toan

Dua vao quan niém vé biéu dién bén trong va biéu dién bén ngoai nhu da trinh bay ¢ tiéu muc 2.1, ching t6i dé
xuat quy trinh sir dung BDTH trong day hoc mén Toén voi muc tidu la gitip HS ning cao hiéu biét vé tri thirc toan
hoc théng qua c&c cach biéu dién khac nhau. Quy trinh gdm bén pha nhu sau (xem so dd 1):

Pha 1: Xdc dinh muc tiéu BDTH. Xac dinh 13 vi tri coa tri thire can day trong chuong trinh, muc ti€u cua cac
BDTH.

Pha 2: Thuc hién biéu dién Pha 1: Pha 2: Pha 3: Pha 4:
bén trong. Phan tich ndi dung tri e
thire: Xéic dinh 5 dac ('iiém’ ciatri || SRS bidu didn bicu din Kiém tra
thirc, lién ket voi tri thic lién day hoc bén trong bén ngoai va cung co
quan dé hoc; s dung céc ki hiéu
don gian, dé nho.

Pha 3: Thuc hién biéu dién
beén ngoai. Tuy theo timg noi dung klen thire, GV ¢6 thé chon cac hinh thire biéu dién bén ngoai thich hop. Trong
mdi BDTH, GV can giai thich chi tiét, 1am 16 cac budc suy luan, mbi quan hé gitra cac yéu 6 trong biéu dién; tir 6
gitip HS hiéu y nghia ctia BDTH va cach van dung BDTH vao giai bai toan thuc té.

Pha 4: Kiém tra va ciing cé. GV dua ra cac cau hoi dé kiém tra mic do ndm virng kién thic caa HS Vé tri thirc
toén vira hoc sau khi da sir dung BDTH. Tiép d6, GV yéu cau HS thyc hanh, khuyén khich cac em tu tao ra cac
BDTH tuong tw hodc giai cAc bai tap lién quan dé cing ¢b kién thuc.

2.3. Sir dung biéu dién todn hoc trong day hoc khdi nigm “Gidi han hivu han ciia ham s6 tai mét diem”
(Toén 11)

Ddi voi mot khéi niém toan hoc, biéu dién bén trong lién quan dén viéc phan tich ban chét ciia khai niém, tim ra
cac thude tinh, mdi quan hé va cAu trac bén trong; biéu dién bén ngoai la cach thé hién khai niém do ra bén ngoai
thong qua cac hinh thirc cu thé nhu biéu do, cong thirc, mod hinh, ngdn ngtr tu nhién,... Trong bai bao nay, chling toi
dua trén cach tlep can khéi niém “Gi6i han hitu han cua ham s6 tai mot diém” dugc trinh bay trong séch giao khoa
Toén 11 - B két ndi tri thire v6i cude song ciia Ha Huy Khodi va cong su (2023) dé van dung quy trinh BDTH vao
day hoc khai niém nay. Sau déy, chdng t6i sir dung BDTH vao day hoc khéi niém “Gigi han hitu han cua ham sb tai
mot diém” (Toén 11) theo quy trinh dé xuét ¢ tiéu muyc 2.2:

Pha 1: Xdc dinh muc tiéu cia BDTH. “Gigi han hitu han ctiia ham s6 tai mot diém” 12 mot khéi niém thudc cha
& “Gioi han. Ham s6 lién tuc” trong chuong trinh sach gido khoa Toan 11. Khéi niém nay dugc dinh nghia thong
qua khéi niém gioi han cua day s6. Str dung cac hinh thirc BDTH dé gitp HS Iinh hoi khéai niém giGi han hitu han
cua ham sb tai mot diém mét cach truc quan, xét khai niém dudi nhiéu goc do khac nhau.

Xéc dinh Thuc hién Thuc hién

So do 1. Quy trinh sir dung BDTH trong day hoc mén Todn

Pha 2: Thuc hi¢n biéu dién bén trong. Dau tién, GV cho HS xétham s6 f (x) =

la vsi day s6 (x,) batki, sao cho X, #2 va X, —>2, ludnco lim f(x )=—-4. GV s& gisi thiéu cho HS biét vi
N—+0

ham sé f(x) c6 tinh chat nhu vay nén ta néi riang f(x) dan dén -4 khi x dan dén 2, hay f(x) c6 giéi han la -4 khi x dan
dén 2. Tiép theo, GV phat biéu khai niém giéi han hitu han cia ham s tai mot diém: Gid si (a;b) 1a mgt khodng
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chiza diém X, vahamsé f (x) xdc dinh trén khodng (a;b), ¢6 thé trir diém X, . Ta n6i ham s6 f (x) ¢6 gidi han
laso L khi xdantéi X, néu vai day so (X,) batki, x, € (a;b), x, # X, Va X, = X, taco f(x,)— L, kihiéu
lim f(x)=L hay f(x)— L khi x— X, (Ha Huy Khoi va cong s, 2023).

Tir dinh nghia, GV ¢6 thé dua ra mot s6 nhan xét nhu sau: (1) Ham s6 (x) c6gioi han la s6 L khi x dan téi
X, khong nhat thiét phai xac dinh tai X, ; (2) Trong truong hop ham sé f (x) xéc dinh tai X, va co giéi han I3 L
khi x dan toi x, thi L cd thé bang f (x,) hodc ¢ thé
khong bang f (x, ). ; HiE

5 ~ — X A

Pha 3: Thuc hién biéu dién”bén ngoai. GV 3 flz) = = — 3 (= —x—20v6i = # 2)
hudéng dan cho HS thuc hién cac biéu dién bén ngoai 2
thong qua cac nhiém vu sau: ) Ldel

Nhi¢m vy 1: Biéu dién gi6i han cia ham s6 NS 2 M T

e s

2 -2 = ] 2 3 F
4-—x |
= 1
|}
1

f(x) khi x dan dén 2 bang do thi. -1
X—2

@

o8

B I 8 9 10 " 12

GV c6 thé sir dung phan mém GeoGebra biéu
dién mdi quan hé giira L va f(xo) nham gidp HS hiéu
10 céc trudng hop xay ra dbi véi ham s co gidi han

2
tai mot diém trong trudng hop f(x)= 4-x -
X—2 L ! M
(xem hinh 1). Hinh 1 dugc tao trén phan mém yu = —6.91
GeoGebra cho phép truc quan hoa khai niém gidi
han ctia ham s6 khi x dan t6i 2 va gia tri giéi han ctia
\ LA A L X X .. 2
harﬂn 80 tien dan tfn -4, P.h’an mém ;GeoAGel:ira voi Hinh 1. Hinh bidu dién cho fim 4—x
kha nang tuong tac cao, gitip HS hi€u sau sac hon =2 x—2
khai niém nay théng qua cac yéu t6 sau: (1) Do thi
ham sb f(x) biéu dién ham s6 f(x) trén mat phéng toa do, véi diém x = 2 dwoc danh dAu va thé hién o rang. Khi GV
di chuyén diém K trén Ox vé phia diém c6 toa d6 (2; 0), HS s& thdy gia tri ham s tién dan toi —4; (2) Diém tiép can:
Phin mém GeoGebra di hién thi diém (2; —4) mot cach ndi bat, minh hoa rd rang khi x tién gan dén 2, gia tri cia
ham s f(x) dan tién t6i —4. Diéu nay biéu thi cho lim f (x) = —4.

x—2

=4

Hinh biéu dién gioi han ciia ham s trén phan mém GeoGebra cung cip mot cai nhin tryc quan, sinh dong vé
khai niém gi6i han. Viéc st dung phin mém dong GeoGebra khong chi hd trg trong viée giai thich ma con cho phép
HS tu kham pha, thuc hanh va kiém chiing cac khai niém toan hoc. bidu nay lam tang tinh hiéu qua trong day hoc,
dac biét 1a day hoc cac khai niém triru tuwong nhu gidi han cia ham s0. V6i sy minh hoa 16 rang va kha nang tuong
tac cao gilip cho khai niém gi6i han hitu han cta ham s6 tai mot diém tré nén d& hiéu hon, HS hiéu dugc ban chat
cta khai niém thong qua hinh anh tryc quan va trai nghiém thyc.

v ) , S, g s
Nhi¢m vy 2: Biéu dién giéi han cia ham s6 f (x) = 4-x Bang 1. Bang gid tri ciia ham so f(x)
L X=2 [x [ fx) x|
khi x dan dén 2 bang bang gia tri (xem bang 1). 1.2 32 1.6 -3.6
Bang gia trj trong bang 1 biéu dién gia trj ciia ham so6 f(x) | 14 [-34 [ 17 -3.7

twong (mg véi cac gid tri cua X khi X tién gan dén 2 tir hai phia. | 1 Al 18 3.8

Dua vao bang nay, HS c6 thé dy doan r’e"mg, gia tri ciia ham s6 i's ;3 N 1'?9 '3?‘9
f(x) dan dén —4 khi X dén t6i 2 du ham s0 khong xéc dinh taix = |5 = 51 5
2 (thé hién boi dau “?”). Bang 1 cung cap mét cachtipcantryc 53 a2 | ™22 | 242
quan cho khai niém giéi han hitu han cia ham s6 tai mot diém, 26 46 23 43
boi HS dé dang nhén thiy khi X tién gin dén 2 thi f(X) tién gan | 2.8 48 2.4 44
dén —4. Pay 1a mot cach tiép can rat hitu ich trong day hoc khéi |3 [-5 2.5 -4.5

ni€ém gidi han, dac biét khi ham so6 c6 theé khong xac dinh tai diém can xét.
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Nhigm vu 3: Biéu dién cac truong hop lién quan dén gié tri gii han va gié tri ctia ham s6. Nhiéu nghién ctru cho
thay, HS thuong gip kho khan trong viéc hiéu khai niém gidi han trong giai tich. Nhimg sai 1Am pho bién bao gdom
viéc coi gidi han 1a khong thé dat dugc, tuc 1a f(x) chi dan t6i L khi x dan vé Xo nhung khong bao gio bang L (Denbel,
2014). HS thuong giai thich gidi han theo cach “dong”, cho ring mot ham so tién gan dén nhung khong bao gio dat
duoc gia tri gioi han cua no. Nhleu HS ciing nham 1an rang, mdt ham sb can duoc xdc dinh tai mot dlem dé co gidi
han tai diém d6. Dé giai quyét nhitng vén dé nay, GV can tap trung vao viéc phat trién kién thirc vé khai niém cho
HS trude khi gioi thiéu cac ki thuat giai bai toan, nhan biét dugc nhimg sai lam ciia HS dé diéu chinh chién luoc day
hoc cho phi hop. So db 2 cho biét méi lién hé giita

gi6i han ctia ham s f(x) vi lim f (x)=L,cophan lim fG) =1

tach céc trudng hop dya trén viée ham s6 f(x) c6 xéc

dinh tai xo hay khong va m01 quan hé gitra gid tri gidi / \

han L véi gia tri ctia ham s6 tai Xo. Thong qua so )

2 gilp HS phén loai & rang céc tinh hudng khac ftx) khong xéc dinh tai xg f{x) xéde dinh taixo

nhau khi hoc khai niém vé gii han, cung cip cho

cac em mot cach nhin tryc quan, dé dang phén biét / \

va hiéu sau khai niém, nam bét cac tinh hudng khac

nhau ma khong can phai ghi nhé nhimg Ii thuyét L #fx0) L=f{xy)
triru tugng, dong thoi ho trg GV trong vi€e gidi thich

khai niém mot cach c6 hé thong va logic.

Cung vdi cc biéu dién bang db thi, bang gia tri
hay so d, GV can két hop giita ngon ngit va ki hiéu & BDTH, chang han nhu: (1) Sir dung ngon ngir: Ham s6 (x)
¢6 gidi han bang L tai X = Xo, nghia 1a ham s6 f(x) dan dén L khi x dan dén xo; (2) Str dung ki hiéu: XILn; f(x)=L (co

So d6 2. Moi lién hé giita Lva f(x,) (néu ton tai)

thé doc Ia “lim ciia f(x) bang L khi x dan t&i X dé biéu thi ham s f(X) dan dén L khi x dan dén xo, hay f (x)—L
khi X — X, ( f(x) dan dén L khi x dan dén Xo). Trong trudng hop sir dung ngon ngit tu nhién, chiing ta c6 thé chon
cach dién dat sao cho d& nhd, khong nhat thiét phai mé ta mot cach chi tiét. Tuy nhién, khi dung ki hiéu toan hoc dé
biéu dién, GV can st dung chinh xac ki hiéu, biéu thtre toan hoc.

Pha 4. Kiém tra va cung c6. O pha 4, GV ¢6 thé dua ra cac bai tap sau voi muyc tiéu 1a vira kiém tra sw hiéu biét
cta HS, vira cung ¢b kién thue vé khai niém gi6i han hitu han ctia ham s tai mot diém.

Bai tdp: Sir dung khai niém gi6i han hitu han ciia ham s tai mot diém, em hdy tinh cac gi6i han sau:

_ . x> +1khi x =1 X2 _1

a) Xﬂlm f(x) voi f(X) {4 chi 1 ;7 b) IXT; (x> +1);¢) I|m h(x) voi h(x)= TR

Bai tap nay cd thé duoc str dung dé kiém tra va cang cb khai niém gisi han hitu han cua ham sé tai mot diém ¢
mirc d6 co ban, dic biét 12 khi van dung khai niém dé tinh gigi han. Cac ham s trong bai tap déu cé cdu tric trong
d6i don gian, giup HS dé dang van dung khai niém gidi han dé tinh gio1 han ma khong bi phan tan boi cac ki thuat
tinh toan phtc tap. GV can sir dung cach BDTH béng d6 thi dé truc quan héa cc bai tap dua ra (xem hinh 2).

Thong qua hoat dong giai cac
bai tap, HS duoc kiém tra, rén
luyén va ciing cb cac kién thirc va
Ki nang sau: (1) Kiém tra kién thurc:
Bai tap yéu cau HS cin van dung
tryc tiép khai niém giéi han hiru
han cta ham sb tai mot diém dé
tinh gi6i han, ttr d6 gitp cac em tyr
kiém tra mic do nam vimg khéi b
nim iy i ban than; @) Cang 70 { TS
c0 kién thuc: Bai tap gitip HS rén
luyén ki ning tinh gi6i han bang
cach str dung khai niém, day la mot Hinh 2. Biéu dién bang do thi cac ham sé ¢ cau a), b), ¢)

lim f(z) =2, f(1) =4 lim g(z) =2=g(1)
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Ki ning co ban va quan trong; (3) Phan biét gié tri gioi han va gié tri ciia ham s6 tai mot diém: Céc bai tap cung ¢b cho HS
vé dic diém clia gi6i han tai mot diém: Ham s6 f(X) co gi6i han 1a L khi x dan dén X, khong nhat thiét phai xac dinh tai X, .
Trong trudng hop f(x) xac dinh tai X, , thi L van c6 thé khac f (X,) ; (4) Phét trién tu duy logic va tur duy triru tuong: Dé
gidi cac bai tp, HS can sir dung tu duy logic dé phan tich bai toan, x4c dinh céc budc giai va dua ra két luan chinh xAc.
Ngoai ra, khai niém gii han 1 mot khai niém triru tugng, viée 1am quen véi cac bai tap gitp HS phat trién kha ning tu
duy triru tugng.

Tém lai, c&c bai tap & trén da giup HS van dung khai niém gidi han hiru han ctia ham s tai mot diém vao giai
bai tp va rén luyén cac ki nang tinh toan; cic em dugc cung ¢b kién thie vé gi6i han hitu han ctia ham s tai mot
diém, 1a co s dé tiép can cac khai niém tiép theo nhu “ham s lién tuc”, “dao ham”,... trong chuong trinh Toan 11.
3. Kétlugn

Bai bao da trinh bay quy trinh st dung BDTH trong day hoc mén Toan va minh hoa quy trinh trong day hoc khai
niém “Giéi han hitu han cta ham s6 tai mot diém”. Thuc tién day hoc cho thdy, quy trinh nay di gitp HS tiép can
khai niém toan hoc tir nhiéu goc do khac nhau, tir @6 nang cao kién thirc va kha ning van dung kién thirc da hoc vao
giai quyet van dé trong mon Toan, cac moén hoc khac va trong thuc tién. Hién nay, chiing t6i dang mo rong quy trinh
nay trong day hoc chi d& “Gidi han ham sb va ham s6 lién tuc” trong chuong trinh Toan 11, vé6i nhitng két qua budc
dau kha quan. Quy trinh BDTH d4 dé xuat khong chi dem lai hiéu qua trong day hoc mon Toan ma con mé ra kha
ning van dung vao cac mon khoa hoc tu nhién khac. Nghién ctru tiép theo, ching toi s& trinh bay két qua so sanh
hiéu qué ciia quy trinh BDTH trong day hoc mén Toan vdi cac phuong phap day hoc truyén thong, ciing nhur thir
nghiém van dung vao day hoc cho cac dbi tuong HS khac nhau.
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