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ABSTRACT 

Although simulation and digital technologies are widely regarded as effective 

tools for teaching probability, many students still encounter difficulties in 

connecting experimental probability and theoretical probability. This study 

employs the Mathematical Working Spaces (MWS) framework to investigate 

students’ cognitive difficulties when establishing connections between the 

Frequentist Probability Working Space (FPWS) and the Classical Probability 

Working Space (CPWS) through Excel-based simulations. The study was 

conducted within a design research approach using a qualitative experimental 

methodology involving Grade 12 students in Hue and Da Nang, Vietnam. Data 

were collected from students’ worksheets, Excel simulation files, and semi-

structured interviews. Two representative cases were selected and analyzed 

through the three dimensions of MWS: semiotic, instrumental, and discursive. 

The findings revealed three major types of cognitive difficulties: difficulties in 

coordinating probability representations, including frequency, relative 

frequency, and probability; an imbalance between instrumental genesis and 

discursive genesis; and the dominance of empirical references in students’ 

mathematical work when connecting FPWS and CPWS. The findings 

contribute to a deeper understanding of the nature of students’ difficulties in 

learning probability from an MWS perspective and suggest the need to design 

instructional activities that place greater emphasis on fostering connections 

among empirical data, technological tools, and probabilistic reasoning. 

 

1. Mở đầu 

Xác suất là một trong những nội dung quan trọng của Chương trình giáo dục phổ thông môn Toán (Bộ GD-ĐT, 

2018). Mục tiêu của dạy học xác suất ở THPT không chỉ giúp HS thực hiện các phép tính xác suất mà còn phát triển 

khả năng nhận biết, mô tả và giải thích các hiện tượng ngẫu nhiên thông qua việc kết nối dữ liệu thực nghiệm với các 

mô hình xác suất (Batanero và cộng sự, 2016). Vì vậy, việc tổ chức các hoạt động học tập giúp HS kết nối giữa trải 

nghiệm thực nghiệm và lập luận xác suất lí thuyết trở thành một yêu cầu quan trọng trong dạy học xác suất hiện nay. 

Sự phát triển của công nghệ số đã mở ra nhiều cơ hội đổi mới dạy học xác suất. Các công cụ mô phỏng như Excel 

cho phép HS thực hiện số lượng lớn các phép thử ngẫu nhiên, quan sát sự biến thiên của tần suất và khám phá mối 

liên hệ giữa dữ liệu thực nghiệm với xác suất lí thuyết. Nhiều nghiên cứu đã khẳng định mô phỏng có thể đóng vai 

trò cầu nối giữa xác suất thực nghiệm và xác suất lí thuyết, góp phần phát triển trực giác xác suất và hỗ trợ HS xây 

dựng các lập luận xác suất (Kazak và Pratt, 2021; Parzysz, 2009; Prodromou, 2012; Pfannkuch và cộng sự, 2016). 

Trong những năm gần đây, nhiều nghiên cứu đã phân tích những khó khăn của HS khi học xác suất. Các tác giả chỉ 

ra rằng HS thường nhầm lẫn giữa tần số, tần suất và xác suất; gặp khó khăn khi chuyển từ kết quả thực nghiệm sang 

xác suất lí thuyết; hoặc xem xác suất thực nghiệm và xác suất cổ điển như hai đối tượng tách biệt (English và Watson, 

2016; Fischer, 2026; Ireland và Watson, 2009; Park và Kim, 2023; Prodromou, 2012). Tuy nhiên, phần lớn các 

nghiên cứu hiện có chủ yếu tập trung mô tả các sai lầm hoặc ngộ nhận của HS đối với từng khái niệm xác suất, hoặc 

đánh giá hiệu quả của mô phỏng như một công cụ hỗ trợ học tập. Còn rất ít nghiên cứu phân tích bản chất của những 

khó khăn nhận thức trong quá trình HS kết nối giữa xác suất thực nghiệm và xác suất lí thuyết, đặc biệt dưới góc 
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nhìn cấu trúc của công việc toán học. Trong bối cảnh Chương trình giáo dục phổ thông 2018 khuyến khích khai thác 

công nghệ và trải nghiệm với dữ liệu, việc thiết kế các hoạt động học giúp HS phối hợp giữa mô phỏng, dữ liệu thực 

nghiệm và lập luận xác suất vẫn còn là một thách thức. Về mặt nghiên cứu, thực tiễn đó đòi hỏi cần sử dụng một 

khung lí thuyết phù hợp để phân tích và hiểu hoạt động toán học của HS trong các tình huống học tập như vậy, qua 

đó làm rõ cách HS huy động, phối hợp và chuyển đổi giữa các mô hình xác suất trong quá trình giải quyết vấn đề. 

Lí thuyết “Không gian làm việc toán học” (Mathematical Working Spaces - MWS) của Kuzniak và cộng sự (2016), 

Kuzniak (2022) cung cấp một cách tiếp cận phù hợp cho mục tiêu này. Khác với các nghiên cứu chỉ xem khó khăn 

của HS như những sai sót về khái niệm hoặc về kết quả, MWS cho phép phân tích đồng thời cấu trúc tri thức luận của 

nhiệm vụ toán học và quá trình nhận thức của HS thông qua sự tương tác giữa ba quá trình: hình thành kí hiệu (semiotic 

genesis), hình thành công cụ (instrumental genesis) và hình thành lập luận (discursive genesis). Trên cơ sở đó, chúng 

tôi xem việc kết nối giữa không gian làm việc xác suất thực nghiệm (Frequentist Probability Working Space - FPWS) 

và không gian làm việc xác suất cổ điển (Classical Probability Working Space - CPWS) là quá trình HS phối hợp các 

biểu diễn xác suất, công cụ mô phỏng và lập luận toán học để chuyển từ dữ liệu thực nghiệm sang mô hình xác suất lí 

thuyết và ngược lại. Cách tiếp cận này không chỉ giúp nhận diện các khó khăn nhận thức mà còn góp phần giải thích 

bản chất của chúng dưới góc nhìn MWS. Xuất phát từ khoảng trống nghiên cứu trên, bài báo tập trung trả lời câu hỏi 

nghiên cứu: Những khó khăn nhận thức nào xuất hiện trong quá trình HS phối hợp ba quá trình hình thành kí hiệu, 

công cụ và lập luận khi kết nối giữa FPWS và CPWS thông qua hoạt động mô phỏng với Excel? 
2. Phương pháp nghiên cứu 

2.1. Thiết kế nghiên cứu 

 Chúng tôi lựa chọn kiểu nghiên cứu dựa trên thiết kế của didactic toán, gọi là kĩ nghệ didactic (Artigue, 2014), 

trong đó thiết kế tình huống, thực nghiệm và phân tích hậu nghiệm được liên kết thông qua phân tích tri thức luận và 

sự đối chiếu giữa phân tích tiên nghiệm với hậu nghiệm. 

Nghiên cứu được thực hiện qua bốn giai đoạn: (1) Phân 

tích tri thức luận và chương trình; (2) Thiết kế các tình 

huống học tập dựa trên lí thuyết MWS và phân tích tiên 

nghiệm; (3) Triển khai thực nghiệm dạy học trên lớp;  

(4) Phân tích hậu nghiệm công việc toán học của HS theo 

lí thuyết MWS. Dữ liệu sử dụng trong bài báo này được 

thu thập từ buổi thực nghiệm thứ hai, sau khi tình huống 

học tập đã được tiến hành thực nghiệm dạy học trên lớp. 

2.2. Đối tượng nghiên cứu và thu thập dữ liệu 

Nghiên cứu được thực hiện tại hai lớp 12 thuộc một trường THPT ở TP. Huế và một ở TP. Đà Nẵng. Mỗi lớp có 

khoảng 35 HS (17-18 tuổi) và đã hoàn thành các nội dung cơ bản về xác suất theo Chương trình giáo dục phổ thông. 

Bài báo sử dụng dữ liệu của buổi thực nghiệm thứ hai với nhiệm vụ mô phỏng phép thử “Tung một con xúc xắc 

sáu mặt cân bằng” bằng Excel. Yêu cầu HS mô phỏng số lần tung tăng dần (30, 100, 300 và 500 lần), tính tần số, tần 

suất, xác suất lí thuyết của biến cố “xuất hiện mặt chẵn” và so sánh kết quả mô phỏng với giá trị xác suất cổ điển. 

Dữ liệu được thu thập từ ba nguồn: (1) Phiếu học tập của các nhóm HS; (2) Các tệp Excel chứa kết quả mô phỏng; 

(3) Ghi âm và ghi chép các cuộc phỏng vấn bán cấu trúc được thực hiện ngay sau khi HS hoàn thành nhiệm vụ. 

Chúng tôi sử dụng phương pháp chọn mẫu có chủ đích để lựa chọn hai trường hợp nghiên cứu điển hình. Cặp 

Khải - Trang được chọn vì thể hiện rõ sự chiếm ưu thế của tham chiếu thực nghiệm và sự mất cân bằng giữa quá 

trình hình thành công cụ và lập luận. Cặp Ngân - Phúc được chọn vì gặp khó khăn trong việc phối hợp giữa các biểu 

diễn xác suất và quá trình điều chỉnh lập luận khi kết nối giữa FPWS và CPWS. Hai trường hợp này đại diện cho các 

dạng khó khăn nhận thức nổi bật được nhận diện trong toàn bộ dữ liệu của các nhóm HS tham gia nghiên cứu. 

2.3. Phân tích tiên nghiệm tình huống học tập 

Tình huống học tập được thiết kế nhằm tạo điều kiện để HS vận hành trong FPWS và từng bước kết nối với 

CPWS. Trong FPWS, HS sử dụng các hàm RANDBETWEEN(1,6) để tạo dữ liệu ngẫu nhiên và COUNTIF để xác 

định tần số xuất hiện của từng mặt xúc xắc, từ đó tính các giá trị tần suất tương ứng. Khi số lần mô phỏng tăng dần 

từ 30 đến 500, HS có cơ hội quan sát sự ổn định tương đối của tần suất quanh giá trị xác suất lí thuyết. Ở nhiệm vụ 

cuối, HS được yêu cầu tính xác suất cổ điển của biến cố “xuất hiện mặt chẵn” và so sánh với kết quả mô phỏng. Tình 

huống này tạo điều kiện để HS phối hợp giữa dữ liệu thực nghiệm, công cụ công nghệ và lập luận xác suất, đồng 

thời có khả năng làm xuất hiện những khó khăn nhận thức trong quá trình kết nối giữa FPWS và CPWS. 

Phân tích tri thức luận và chương trình 

↓ 

Thiết kế tình huống học tập dựa trên lí thuyết MWS 

↓ 

Thực nghiệm dạy học trên lớp 

↓ 

Phân tích hậu nghiệm công việc toán học của HS 

Hình 1. Sơ đồ tiến trình nghiên cứu thiết kế 
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2.4. Phân tích dữ liệu 

Dữ liệu được phân tích theo phương pháp phân tích nội dung định tính dưới góc nhìn của lí thuyết MWS, tập 

trung vào ba quá trình trong MWS: (1) Quá trình hình thành kí hiệu: phân tích cách HS sử dụng, chuyển đổi và phối 

hợp các biểu diễn xác suất như tần số, tần suất và xác suất; (2) Quá trình hình thành công cụ: phân tích vai trò của 

Excel trong việc tạo, xử lí dữ liệu và hỗ trợ HS hình thành hiểu biết xác suất; (3) Quá trình hình thành lập luận: phân 

tích cách HS giải thích, biện minh và thiết lập mối liên hệ giữa dữ liệu mô phỏng với mô hình xác suất cổ điển. 

Các khó khăn nhận thức được nhận diện thông qua việc phân tích đồng thời bài làm, dữ liệu mô phỏng và các phát 

biểu của HS trong phỏng vấn, tập trung vào những thời điểm HS gặp khó khăn trong quá trình phối hợp giữa FPWS và 

CPWS. Chúng tôi xây dựng bảng phân tích dữ liệu, trong đó mỗi biểu hiện của HS được tham chiếu với ba quá trình 

hình thành của MWS nhằm xác định loại khó khăn nhận thức tương ứng. 

Bảng 1. Bảng phân tích dữ liệu theo lí thuyết MWS 
Quá trình hình thành Dữ liệu phân tích Chỉ báo quan sát Khó khăn nhận diện 

Kí hiệu Phiếu học tập, phỏng vấn Phối hợp giữa tần số, tần suất và xác suất 
Khó khăn trong phối hợp các 

biểu diễn xác suất 

Công cụ 
File Excel, dữ liệu mô 

phỏng 

Sử dụng các hàm RANDBETWEEN, 

COUNTIF, diễn giải dữ liệu 

Mất cân bằng giữa công cụ và 

lập luận 

Lập luận Phiếu học tập, phỏng vấn Giải thích sự hội tụ của tần suất và xác suất 
Chiếm ưu thế của tham chiếu 

thực nghiệm 

Trong khuôn khổ bài báo này, chúng tôi tập trung phân tích ba quá trình hình thành vì đây là những quá trình 

động phản ánh trực tiếp sự vận hành của công việc toán học và có thể quan sát được từ dữ liệu thực nghiệm (phiếu 

học tập, dữ liệu mô phỏng và phỏng vấn). Do đó, ba quá trình hình thành được sử dụng như khung phân tích dữ liệu, 

chứ không đại diện cho toàn bộ cấu trúc của lí thuyết MWS. 

3. Kết quả nghiên cứu 

3.1. Cơ sở lí thuyết 

3.1.1. Khó khăn nhận thức của học sinh trong học xác suất 

Xác suất từ lâu được xem là một trong những nội dung khó đối với HS, đặc biệt khi chuyển đổi giữa kết quả thực 

nghiệm và các giá trị xác suất được xác định bằng lập luận toán học, nhiều chướng ngại nhận thức có thể xuất hiện. 

Trong nghiên cứu này, “khó khăn nhận thức” được hiểu là những trở ngại xuất hiện khi HS huy động, phối hợp 

và chuyển đổi giữa các thành phần của công việc toán học trong quá trình kết nối FPWS và CPWS. Khó khăn nhận 

thức không được đồng nhất với một câu trả lời sai hay một lỗi tính toán đơn lẻ, mà được nhận diện khi HS gặp trở 

ngại trong việc phối hợp các biểu diễn xác suất, sử dụng công cụ hoặc xây dựng lập luận để thiết lập mối liên hệ giữa 

dữ liệu thực nghiệm và mô hình xác suất cổ điển. Dưới góc nhìn MWS, các khó khăn này được xem xét thông qua 

sự vận hành và phối hợp của ba quá trình: hình thành kí hiệu, hình thành công cụ và hình thành lập luận. 

Theo Prodromou (2012), mặc dù HS có thể nhận biết sự ổn định của tần suất thông qua các hoạt động thực 

nghiệm, các em vẫn gặp khó khăn trong việc hiểu xác suất lí thuyết như một mô hình giải thích cho sự ổn định đó. 

Tương tự, Ireland và Watson (2009) cho thấy HS thường xem xác suất thực nghiệm và xác suất lí thuyết như hai đối 

tượng tách biệt thay vì hai cách tiếp cận bổ sung cho cùng một hiện tượng ngẫu nhiên. Park và Kim (2023) cũng chỉ 

ra xu hướng HS dựa vào dữ liệu quan sát mà chưa huy động đầy đủ mô hình xác suất lí thuyết để giải thích kết quả.  

Nhìn chung, mặc dù đã có nhiều nghiên cứu về khó khăn của HS trong học xác suất, các nghiên cứu xem xét 

những khó khăn này dưới góc nhìn sự kết nối giữa các không gian làm việc xác suất vẫn còn hạn chế. 

3.1.2. Không gian làm việc toán học 

Lí thuyết “Không gian làm việc toán học” (Mathematical Working Spaces - MWS) do Kuzniak và cộng sự 

(2016), Kuzniak (2022) phát triển nhằm mô tả cách cá nhân thực hiện công việc toán học trong quá trình giải quyết 

nhiệm vụ toán học. Theo lí thuyết này, một MWS được hiểu như một kết cấu khái niệm trừu tượng bao gồm hai mặt 

phẳng: (1) Mặt phẳng tri thức luận (epistemological plane); (2) Mặt phẳng nhận thức (cognitive plane), tương ứng 

với cấu trúc tri thức được thể chế hoá và cách người học vận hành công việc toán học. 

Mặt phẳng tri thức luận liên quan đến bản chất và cấu trúc của tri thức toán học mà cá nhân (HS hoặc GV) đang 

tiếp cận. Ba thành phần tương tác cấu thành mặt phẳng này gồm có: 

(1) Biểu diễn (Representamen): bao gồm các kí hiệu, hình vẽ, đồ thị hoặc mô hình được sử dụng để tiếp cận đối 

tượng toán học  

(2) Tạo tác (Artifact): Là những đối tượng hoặc phương tiện hỗ trợ một cá nhân thao tác hoặc làm việc với các biểu diễn, 

bao gồm công cụ vật lí (compa, thước, máy tính,…), công cụ số (phần mềm) hay quy trình giải bài toán. 
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(3) Hệ quy chiếu lí thuyết (Referential): Là 

phần cốt lõi và nền tảng lôgic của toán học, bao 

gồm hệ thống định nghĩa, tính chất, định lí và 

quy tắc làm cơ sở cho lập luận và kiểm chứng 

toán học. 

Ba thành phần này xác định “kết cấu tri thức” 

mà người học có thể huy động khi làm việc với 

một nhiệm vụ toán.  

Mặt phẳng nhận thức là nơi diễn ra các thao 

tác, biểu diễn và lập luận cụ thể của người học 

khi giải quyết một vấn đề toán học. Mặt phẳng 

nhận thức của một cá nhân được tổ chức thành 

ba quá trình nhận thức cơ bản, tương ứng với ba 

thành phần tri thức luận:  

(1) Hình dung trực quan (Visualization): đề 

cập đến khả năng mà một cá nhân giải mã, diễn 

giải và gán ý nghĩa cho các biểu tượng và biểu diễn toán học.  

(2) Xây dựng (Construction): Xây dựng là quá trình trong đó người học sử dụng tạo tác để tạo ra hoặc xử lý các 

đối tượng toán học, như dựng một hình, tính một giá trị, tạo bảng dữ liệu mô phỏng,…  

(3) Chứng minh (Proving): Đây là quá trình nhận thức cao nhất trong mặt phẳng này, bao gồm khả năng xây 

dựng lập luận có tính suy diễn, liên kết các phát biểu toán học theo hệ quy chiếu lí thuyết đã được công nhận.  

Trong một MWS cho trước, công việc toán học của mỗi cá nhân được đặc trưng bởi ba quá trình hình thành: kí 

hiệu, công cụ và lập luận. Quá trình hình thành kí hiệu liên quan đến cách người học diễn giải, sử dụng các biểu diễn, 

cũng như sự chuyển đổi qua lại giữa các dạng biểu diễn. Quá trình hình thành công cụ liên quan đến cách người học 

sử dụng và điều khiển các tạo tác để xây dựng và giải quyết vấn đề toán học. Quá trình hình thành lập luận đề cập 

đến cách người học xây dựng các lập luận, giải thích, chứng minh dựa trên các định nghĩa, định lí, quy tắc toán học.  

Khác với các khung năng lực toán học, MWS không hướng đến đánh giá năng lực mà tập trung phân tích cách 

HS huy động và điều phối các biểu diễn, công cụ và lập luận trong quá trình thực hiện hoạt động toán học. 

3.1.3. Không gian làm việc xác suất thực nghiệm và không gian làm việc xác suất cổ điển 

Dựa trên lí thuyết MWS và ý tưởng về các không gian làm việc kết nối của Minh và Lagrange (2016), chúng tôi 

đề xuất hai không gian làm việc xác suất thành phần: 

(1) Không gian làm việc xác suất thực nghiệm (Frequentist Probability Working Space - FPWS) là không gian 

trong đó HS tiếp cận xác suất thông qua việc tạo sinh, xử lí và diễn giải dữ liệu thực nghiệm. Trong FPWS, các biểu 

diễn chủ yếu là tần số, tần suất và bảng dữ liệu; công cụ trung tâm là Excel và các hàm mô phỏng; hệ quy chiếu lí 

thuyết dựa trên quan niệm tần suất của xác suất. 

(2) Không gian làm việc xác suất cổ điển (Classical Probability Working Space - CPWS) là không gian trong đó 

HS xác định xác suất thông qua việc xây dựng không gian mẫu, xác định các trường hợp thuận lợi và vận dụng công 

thức xác suất cổ điển.  

Việc học xác suất đòi hỏi HS không chỉ vận hành trong từng không gian riêng lẻ mà còn phải thiết lập được các 

kết nối giữa các không gian với nhau. Dưới góc nhìn của MWS, một khó khăn nhận thức có thể xuất hiện khi HS 

gặp trở ngại trong việc chuyển đổi giữa các biểu diễn xác suất như tần số, tần suất và xác suất; khi HS không thiết 

lập được mối liên hệ giữa dữ liệu thực nghiệm và mô hình lí thuyết; hoặc khi các quá trình hình thành kí hiệu, công 

cụ và lập luận phát triển không cân bằng. Trong nghiên cứu này, khó khăn nhận thức không được xem đơn thuần là 

các sai lầm hay hiểu lầm khái niệm mà được xem như những trở ngại xuất hiện trong quá trình HS kết nối và phối 

hợp giữa FPWS và CPWS. 

3.2. Trường hợp nghiên cứu 1: cặp học sinh Khải - Trang  

3.2.1. Quá trình kết nối giữa FPWS và CPWS 

Trong quá trình thực hiện nhiệm vụ mô phỏng tung xúc xắc bằng Excel, cặp Khải - Trang đã huy động đồng thời 

các thành phần của FPWS và CPWS. Ở FPWS, HS sử dụng hàm RANDBETWEEN và COUNTIF để mô phỏng 

các lần tung xúc xắc và xác định số lần xuất hiện của từng mặt. Trên cơ sở đó, cặp HS tính được tần suất xuất hiện 

của từng kết quả trong 100, 300 và 500 lần mô phỏng. 
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Hình 3. Hình ảnh mô phỏng bằng Excel và bảng dữ liệu tần suất của cặp HS Khải - Trang 

Ở CPWS, HS vận dụng công thức xác suất cổ điển để tính xác suất xuất hiện một mặt chẵn của xúc xắc cân bằng. 

 
Hình 4. Bài làm của cặp HS Khải - Trang trong CPWS 

Thông qua việc so sánh các giá trị tần suất thu được từ mô phỏng với xác suất lí thuyết, cặp HS đã thiết lập được 

một mối liên hệ ban đầu giữa FPWS và CPWS. Cặp HS đã nhận thấy hiện tượng ổn định của tần suất khi số phép 

thử tăng lên, thể hiện qua trích đoạn phỏng vấn sau: 

Nhà nghiên cứu: Em có nhận xét gì về tần suất xuất hiện của mỗi số khi tổng số lần mô phỏng lớn dần? 

Khải - Trang: Dạ theo đó thì từ 100 đến 300 lần cũng như từ 300 đến 500 lần thì việc đầu tiên là số lần mà nó 
xuất hiện là nhiều hơn. Nhưng mà khi tính theo tỉ lệ tần suất thì cũng không có chênh lệch gì nhiều. 

3.2.2. Phân tích theo bảng phân tích dữ liệu của MWS 

Theo bảng 1, dữ liệu được phân tích lần lượt theo ba quá trình hình thành trong MWS gồm quá trình hình thành kí 

hiệu, quá trình hình thành công cụ và quá trình hình thành lập luận, từ đó nhận diện các khó khăn nhận thức tương ứng. 

(1) Quá trình hình thành kí hiệu: Dữ liệu bài làm và phỏng vấn cho thấy Khải - Trang phân biệt đúng các biểu diễn 

này. HS sử dụng chính xác tần số để tính tần suất, xác định đúng xác suất lí thuyết của biến cố “xuất hiện mặt chẵn” và 

nhận biết tổng các tần suất bằng 1. Trong quá trình giải quyết nhiệm vụ không xuất hiện sự nhầm lẫn giữa các biểu diễn 

xác suất. Điều này cho thấy quá trình hình thành kí hiệu diễn ra tương đối ổn định và khó khăn trong phối hợp các biểu 

diễn xác suất chưa phải là trở ngại chủ yếu của cặp HS này. 

(2) Quá trình hình thành công cụ: Cặp Khải - Trang sử dụng thành thạo các hàm RANDBETWEEN và COUNTIF 

để mô phỏng, xác định tần số và tính tần suất. Đáng chú ý, trong phỏng vấn, cặp HS nhiều lần nhấn mạnh rằng các kết 

quả thu được là “dữ liệu thực tế” do “chương trình thuật toán của Excel” tạo ra. Điều này cho thấy công cụ không chỉ 

được sử dụng để tính toán mà còn trở thành nguồn tham chiếu chính khi HS đánh giá độ tin cậy của kết quả. Nói cách 

khác, quá trình hình thành công cụ được kích hoạt rất mạnh trong FPWS. 

(3) Quá trình hình thành lập luận: Khi được hỏi về mối quan hệ giữa tần suất và xác suất lí thuyết, Khải - Trang 

trả lời: “Dạ, đối với em thì giá trị tần suất theo kết quả mô phỏng chính xác hơn kết quả tính toán thông thường của 
mình. Bởi vì tần suất theo mô phỏng được lấy từ dữ liệu thực tế mà ta đã sử dụng chương trình thuật toán của Excel. 

Còn giá trị xác suất theo kết quả tính toán chỉ dùng lí thuyết nên độ chính xác sẽ không được đảm bảo”. 
Lập luận này cho thấy HS chưa sử dụng xác suất cổ điển như hệ quy chiếu lí thuyết để giải thích kết quả mô 

phỏng. Thay vào đó, HS đánh giá độ chính xác dựa trên dữ liệu thực nghiệm. Theo MWS, điều này phản ánh quá 

trình hình thành lập luận chưa phát triển tương xứng với quá trình hình thành công cụ. Cặp HS đã thực hiện thành 

công các thao tác kĩ thuật trên công cụ để sinh ra dữ liệu, nhưng khi chuyển dịch sang quá trình lập luận để kiểm 

chứng mô hình lí thuyết trong CPWS, các em lại rơi vào trạng thái bẫy thực nghiệm, coi dữ liệu mô phỏng từ thuật 

toán máy tính là “chính xác hơn” lí thuyết lí tính. 

3.2.3. Nhận diện khó khăn nhận thức của cặp Khải - Trang 

Đối chiếu với bảng phân tích dữ liệu theo MWS, cặp Khải - Trang bộc lộ hai dạng khó khăn nhận thức: 

(1) Sự mất cân bằng giữa quá trình hình thành công cụ và quá trình hình thành lập luận: Excel hỗ trợ HS tạo dữ 

liệu và xử lí dữ liệu một cách chính xác, nhờ đó quá trình hình thành công cụ diễn ra thuận lợi. Tuy nhiên, HS chưa 

huy động được hệ quy chiếu lí thuyết của CPWS để giải thích ý nghĩa của dữ liệu mô phỏng. Dưới góc nhìn của 

MWS, khó khăn này phản ánh sự mất cân bằng giữa quá trình hình thành công cụ và quá trình hình thành lập luận. 
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(2) Sự chiếm ưu thế của tham chiếu thực nghiệm: Việc coi kết quả mô phỏng “chính xác hơn” xác suất lí thuyết cho 

thấy tham chiếu thực nghiệm trong FPWS đã lấn át tham chiếu lí thuyết của CPWS. Dữ liệu mô phỏng trở thành căn cứ 

chính để HS đưa ra kết luận, trong khi xác suất cổ điển không còn giữ vai trò giải thích. Đây là biểu hiện của sự chiếm ưu 

thế của tham chiếu thực nghiệm và cũng là nguyên nhân khiến quá trình kết nối giữa FPWS và CPWS chưa hoàn thiện. 

Dưới góc nhìn của MWS, khó khăn của Khải - Trang không nằm ở việc sử dụng sai công cụ hay hiểu sai công 

thức xác suất, mà xuất hiện trong quá trình phối hợp giữa ba quá trình hình thành. HS vận hành hiệu quả trong FPWS 

nhờ công cụ mô phỏng nhưng chưa thiết lập được sự kết nối đầy đủ với hệ quy chiếu lí thuyết của CPWS. Vì vậy, 

công việc toán học của HS bị chi phối bởi dữ liệu thực nghiệm hơn là lập luận xác suất. 

3.3. Trường hợp nghiên cứu 2: cặp học sinh Ngân - Phúc 

3.3.1. Quá trình kết nối giữa FPWS và CPWS 
Trong quá trình thực hiện nhiệm vụ mô phỏng tung xúc xắc bằng Excel trong FPWS, cặp HS Ngân - Phúc sử 

dụng các hàm RANDBETWEEN và COUNTIF để tạo dữ liệu ngẫu nhiên và xử lý dữ liệu mô phỏng. Bên cạnh đó, 

cặp HS cũng huy động CPWS để tính xác suất xuất hiện mặt chẵn của xúc xắc cân bằng dựa trên việc xác định số 

phần tử của biến cố thuận lợi và không gian mẫu. 

Việc so sánh giữa kết quả mô phỏng và xác suất lí thuyết cho thấy cặp HS đã bước đầu thiết lập được sự kết nối 

giữa FPWS và CPWS. Tuy nhiên, quá trình kết nối này xuất hiện một số biểu hiện chưa ổn định, đặc biệt khi HS 

phải chuyển đổi giữa các biểu diễn xác suất và diễn giải ý nghĩa của các đại lượng xác suất. 

 

 

 

Hình 5. Bài làm của cặp HS Ngân - Phúc trong FPWS và CPWS 

3.3.2. Phân tích theo bảng phân tích dữ liệu của MWS 
(1) Quá trình hình thành kí hiệu: Ngay ở giai đoạn đầu của nhiệm vụ, khi được hỏi về tần suất xuất hiện số 1 sau 

30 lần mô phỏng, Ngân trả lời: “Dạ bảy lần xuất hiện số 1”. Phát biểu này thực chất mô tả tần số, không phải tần 

suất. Chỉ sau khi Phúc giải thích: “Lấy 7 chia cho số lần tung là 7/30” nhóm mới điều chỉnh được câu trả lời.  

Dữ liệu này cho thấy cặp HS gặp khó khăn trong việc phân biệt và chuyển đổi giữa hai biểu diễn có quan hệ chặt 

chẽ nhưng bản chất khác nhau là tần số và tần suất. Tuy nhiên, sau quá trình trao đổi, cặp HS đã điều chỉnh cách sử 

dụng các biểu diễn và tiếp tục hoàn thành các nhiệm vụ còn lại. Điều này cho thấy quá trình hình thành kí hiệu vẫn 

đang diễn ra nhưng chưa ổn định, đặc biệt ở giai đoạn chuyển đổi giữa các biểu diễn xác suất.  

(2) Quá trình hình thành công cụ: Dữ liệu cho thấy cặp HS Ngân - Phúc sử dụng khá hiệu quả các công cụ Excel 

để thực hiện mô phỏng, nhận biết được chức năng của hàm RANDBETWEEN để tạo kết quả ngẫu nhiên; hàm 

COUNTIF để đếm số lần xuất hiện của các giá trị. Ngoài ra, HS cũng nhận thức được vai trò của Excel trong việc 

giảm khối lượng tính toán khi cho rằng “đếm bằng Excel thì nhanh hơn” và “rất là nhẹ nhàng”. Đối với cặp Ngân 

- Phúc, Excel được xem như phương tiện hỗ trợ mô phỏng và xử lí dữ liệu hơn là nguồn tạo ra các kết quả “chính 

xác hơn” lí thuyết. Do đó, quá trình hình thành công cụ ở trường hợp này diễn ra tương đối ổn định. 

(3) Quá trình hình thành lập luận: Điểm nổi bật nhất của trường hợp Ngân - Phúc nằm ở quá trình điều chỉnh lập 

luận. Khi được hỏi về sự thay đổi của tần suất khi số lần mô phỏng tăng lên, Ngân ban đầu nhận định: “Nếu mô phỏng 
càng lớn thì tần suất xuất hiện càng lớn”. Phát biểu này phản ánh việc HS đồng nhất sự gia tăng của tần số với sự thay 

đổi của tần suất. Ngay sau đó, Phúc điều chỉnh “Tần số” và tiếp tục giải thích “Tần suất thì cũng xấp xỉ bằng nhau”. 

Quá trình trao đổi này cho thấy lập luận của nhóm không hình thành ngay từ đầu mà được điều chỉnh thông qua 

tương tác giữa các thành viên. Đặc biệt, khi được yêu cầu so sánh tần suất với xác suất lí thuyết, cặp HS kết luận: 

“Xấp xỉ bằng nhau, chênh lệch không quá nhiều”. Khác với cặp Khải - Trang, cặp Ngân - Phúc đã bước đầu huy 

động hệ quy chiếu lí thuyết để giải thích dữ liệu thực nghiệm. Do đó, quá trình hình thành lập luận ở trường hợp này 

tương đối phù hợp với quá trình hình thành công cụ và không xuất hiện sự mất cân bằng rõ rệt giữa hai quá trình.  

3.3.3. Nhận diên khó khăn nhận thức của cặp Ngân - Phúc 
Theo bảng phân tích dữ liệu, khó khăn của cặp Ngân - Phúc xuất hiện chủ yếu ở quá trình hình thành kí hiệu. 

Tuy nhiên, sự nhầm lẫn này không phản ánh một chướng ngại nhận thức sâu sắc về ý nghĩa của tần suất hay về xu 
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hướng hội tụ của tần suất khi số phép thử tăng lên, mà chủ yếu là một trở ngại mang tính kí hiệu học trong giai đoạn 

đầu của quá trình chuyển đổi giữa hai biểu diễn toán học có quan hệ chặt chẽ là tần số và tần suất. Việc khó khăn 

được khắc phục ngay trong quá trình trao đổi cho thấy HS đã có nền tảng khái niệm cần thiết nhưng chưa phối hợp 

linh hoạt các biểu diễn xác suất trong thời điểm ban đầu. Đáng chú ý, quá trình điều chỉnh này không diễn ra một 

cách cá nhân mà được hình thành thông qua tương tác nhóm. Chính quá trình trao đổi này đã đóng vai trò trung gian 

giúp cặp HS điều chỉnh cách hiểu và thống nhất về ý nghĩa của biểu diễn cần sử dụng. Dưới góc nhìn của MWS, đây 

là biểu hiện của quá trình hình thành lập luận đang hỗ trợ quá trình hình thành kí hiệu, qua đó thúc đẩy sự chuyển 

đổi từ công việc toán học mang tính cá nhân sang công việc toán học phù hợp với không gian làm việc mà GV thiết lập.  

3.4. Tổng hợp các khó khăn nhận thức khi kết nối FPWS và CPWS 

Đối chiếu kết quả phân tích của hai trường hợp nghiên cứu với ma trận phân tích dữ liệu (bảng 1), bảng 2 tổng 

hợp ba dạng khó khăn nhận thức nổi bật xuất hiện trong quá trình HS kết nối FPWS và CPWS.  

Bảng 2. Tổng hợp các khó khăn nhận thức được nhận diện theo khung phân tích MWS 
Dạng khó khăn Biểu hiện Minh chứng 

Khó khăn trong phối hợp các biểu diễn xác suất Nhầm lẫn hoặc chuyển đổi chưa linh hoạt giữa tần số, tần suất và xác suất Ngân - Phúc 

Mất cân bằng giữa quá trình hình thành công 

cụ và lập luận 

Sử dụng thành thạo Excel nhưng chưa giải thích được mối quan hệ giữa 

tần suất và xác suất lí thuyết 
Khải - Trang 

Sự chiếm ưu thế của tham chiếu thực nghiệm Xem kết quả mô phỏng đáng tin cậy hơn xác suất lí thuyết Khải - Trang 

Bảng 2 cho thấy ba dạng khó khăn nhận thức không tồn tại tách biệt mà phản ánh những trở ngại trong quá trình 

phối hợp giữa ba quá trình hình thành của MWS khi HS kết nối FPWS và CPWS. Dưới góc nhìn MWS, đây chính 

là những biểu hiện của sự mất cân bằng hoặc đứt gãy trong quá trình HS phối hợp các thành phần của công việc toán 

học khi giải quyết các nhiệm vụ xác suất. 

4. Kết luận và bình luận 

Nghiên cứu sử dụng lí thuyết MWS để phân tích những khó khăn nhận thức của HS trong quá trình kết nối giữa 

FPWS và CPWS thông qua mô phỏng với Excel. Ba dạng khó khăn nổi bật được nhận diện gồm: (1) Khó khăn trong 

phối hợp các biểu diễn xác suất (tần số, tần suất và xác suất); (2) Sự mất cân bằng giữa quá trình hình thành công cụ 

và lập luận; (3) Sự chiếm ưu thế của tham chiếu thực nghiệm khi HS kết nối FPWS và CPWS. Các khó khăn này phản 

ánh những trở ngại trong quá trình HS phối hợp các biểu diễn, công cụ và lập luận khi giải quyết nhiệm vụ xác suất. 

Phân tích dữ liệu cho thấy mô phỏng với Excel có vai trò hai mặt trong dạy học xác suất: (1) Công nghệ tạo điều 

kiện để HS thực hiện số lượng lớn phép thử ngẫu nhiên, quan sát sự ổn định của tần suất và thiết lập cầu nối giữa dữ 

liệu thực nghiệm với xác suất lí thuyết; (2) Nếu thiếu các hoạt động định hướng lập luận, HS dễ xem dữ liệu mô 

phỏng là nguồn tham chiếu đáng tin cậy hơn mô hình xác suất cổ điển. Kết quả này phù hợp với các nghiên cứu của 

Kazak và Pratt (2021), Pfannkuch và cộng sự (2016), Prodromou (2012), đồng thời cho thấy công nghệ không tự 

động dẫn đến sự hình thành hiểu biết xác suất nếu thiếu sự hỗ trợ của lập luận toán học. Nhận định này cũng phù hợp 

với xu hướng nghiên cứu gần đây, trong đó nhấn mạnh vai trò trung gian của thiết kế sư phạm và quá trình lập luận 

của người học trong việc khai thác hiệu quả công nghệ trong dạy học Toán (Burgos và cộng sự, 2025). 

Nghiên cứu này cũng chỉ ra đóng góp của lí thuyết MWS không chỉ nằm ở việc nhận diện HS làm sai, mà còn ở 

khả năng giải thích bản chất cấu trúc của những khó khăn đó. Dưới góc nhìn MWS, khó khăn nhận thức được xem 

là hệ quả của sự mất cân bằng hoặc đứt gãy trong quá trình phối hợp giữa ba quá trình hình thành: kí hiệu, công cụ 

và lập luận, khi HS chuyển đổi giữa FPWS và CPWS. Cách tiếp cận này giúp lí giải vì sao những HS sử dụng thành 

thạo công cụ mô phỏng vẫn có thể gặp khó khăn khi diễn giải ý nghĩa xác suất hoặc thiết lập mối liên hệ giữa dữ liệu 

thực nghiệm và mô hình xác suất lí thuyết.  

Từ các kết quả trên, nghiên cứu gợi ý một số hàm ý sư phạm cho dạy học xác suất ở trường phổ thông: Thứ nhất, đối 

với khó khăn trong phối hợp các biểu diễn xác suất, GV cần thiết kế các nhiệm vụ yêu cầu HS chuyển đổi và so sánh 

thường xuyên giữa tần số, tần suất và xác suất, đồng thời giải thích ý nghĩa của từng biểu diễn. Thứ hai, để khắc phục sự 

mất cân bằng giữa quá trình hình thành công cụ và quá trình hình thành lập luận, GV cần tổ chức các câu hỏi giải thích, 

dự đoán và biện minh sau mỗi lần mô phỏng. Điều này giúp HS chuyển từ thao tác kĩ thuật sang lập luận xác suất, qua 

đó kết nối kết quả mô phỏng với mô hình xác suất cổ điển. Thứ ba, để hạn chế sự chiếm ưu thế của tham chiếu thực 

nghiệm, GV cần tổ chức các hoạt động buộc HS chuyển đổi qua lại giữa FPWS và CPWS. Hoạt động này giúp HS nhận 

thức rõ vai trò của xác suất lí thuyết như một mô hình giải thích cho dữ liệu thực nghiệm, thay vì xem dữ liệu mô phỏng 

là cơ sở duy nhất để đưa ra kết luận. 

Nghiên cứu vẫn còn một số hạn chế cần được xem xét. Trước hết, dữ liệu phân tích chỉ tập trung vào hai trường 

hợp điển hình trong một tình huống mô phỏng xác suất với xúc xắc sáu mặt. Bên cạnh đó, nghiên cứu mới xem xét 
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việc sử dụng Excel như một công cụ mô phỏng nên chưa cho phép đánh giá sự khác biệt khi sử dụng các môi trường 

công nghệ khác. Các nghiên cứu tiếp theo có thể mở rộng phạm vi sang nhiều tình huống và nội dung xác suất khác 

nhau, kết hợp đa dạng công cụ công nghệ và các cấp học, đồng thời tăng số lượng trường hợp nghiên cứu để kiểm 

chứng sâu hơn khả năng của MWS trong phân tích quá trình HS kết nối các không gian làm việc xác suất. 

 

Tuyên bố về vai trò của các tác giả: Trần Kiêm Minh: Xây dựng ý tưởng nghiên cứu, giám sát và chỉ đạo quá trình 

nghiên cứu, chỉnh sửa và phản biện bản thảo. Nguyễn Thị Sinh: Xây dựng ý tưởng nghiên cứu, thiết kế phương pháp 
nghiên cứu, thực hiện nghiên cứu và thu thập dữ liệu, phân tích dữ liệu, viết bản thảo ban đầu. Trần Kiêm Minh, 

Nguyễn Thị Sinh: Thảo luận kết quả nghiên cứu, chỉnh sửa và hoàn thiện bản thảo cuối cùng. 

Tuyên bố về GenAI và Quyền tác giả: Trong quá trình chuẩn bị bản thảo này, các tác giả đã sử dụng ChatGPT 
(OpenAI, GPT-5.5) để hỗ trợ chỉnh sửa ngôn ngữ, rà soát cấu trúc và thảo luận một số ý tưởng học thuật. Công cụ trí 

tuệ nhân tạo không được sử dụng để tạo lập dữ liệu, phân tích dữ liệu hoặc đưa ra các kết luận khoa học của nghiên cứu. 
Tuyên bố về xung đột lợi ích: Các tác giả tuyên bố không có xung đột lợi ích. 
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